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AVERTISSEMENT. 



M. J. Bertrand nous a confié le soin de réimprimer son 
Algèbre- En acceptant cette mission, nous lui avons soumis le 
plan de quelques modifications qu'il a admises , et dont nous 
allons rendre compte. 

L'ouvrage se compose de deux volumes. Le premier com- 
prend les éléments proprement dits, c'est-à-dire, le calcul al- 
gébrique, la résolution des équations du premier et du second 
degré, les progressions, les logarithmes et leurs applications les 
plus simples. Le second comprend les séries, la formule du bi- 
nôme, les compléments de la théorie des logarithmes, les fonc- 
tions dérivées et la théorie générale des équations. 

Les éléments d'Algèbre doivent être, à notre avis, enseignés 
avec les plus grands détails. La matière est si abstraite en elle- 
même; les généralisations, que Ton rencontre tout d'abord, sont 
si importantes pour le succès des études ultérieures ; les discus- 
sions, à l'aide desquelles on envisage une question sous toutes 
ses faces, sont si délicates, qu'on, ne doit négliger aucun déve- 
loppement, pour initier les élèves aux méthodes et aux procédés 
de YArithinétique universelle. Or, lorsqu'on ne consacre qu'un 
volume à l'exposé de toutes les théories de l'Algèbre, il est bien 
difficile de ne pas sacrifier la première partie à la seconde, si 
l'on ne veut pas donner au volume des dimensions trop consi- 
dérables. Il nous a donc paru convenable et utile de partager 
l'ouvrage en deux volumes. 

D'un autre côté, la division, que nous avons adoptée, cor- 
Alg, él. B. a 
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II AVERTISSEMENT. 

respond exactement aux divisions mêmes de l'enseignement dans 
les lycées. Le premier volume renferme le développement du 
programme de mathématiques pures et appliquées; il comprend 
toutes les connaissances exigées pour l'examen du baccalauréat 
es sciences, et pour les épreuves d'admission à l'École Militaire, 
à l'École Navale, à l'École Forestière et à l'École Centrale des 
Arts et Manufactures. Il s'adresse, par conséquent, à la grande 
majorité des élèves qui suivent les cours de sciences, dans les 
établissements d'instruction secondaire. Le second volume con- 
tient les matières, dont la connaissance n'est exigée que des 
candidats à l'École Polytechnique, à l'École Normale supérieure 
et à la licence es sciences mathématiques. Il est destiné aux 
élèves de mathématiques spéciales. A cet autre point de vue, la 
division en deux volumes nous a paru indispensable. 

Nous n'avons pas besoin de dire qu'en nous chargeant de 
cette troisième édition, nous avons scrupuleusement respecté 
les doctrines qui distinguent ce livre des autres ouvrages écrits 
sur le même sujet. Depuis longtemps déjà, nous aimons et nous 
cherchons à propager les idées de l'auteur. Nous n'avons donc 
rien changé à l'esprit du livre; et notre rôle s'est borné à déve- 
lopper quelques théories qui s'y trouvaient, peut-être, trop suc- 
cinctement exposées, et que nous avons présentées avec plus de 
détails. Lorsqu'on hésite entre deux formes, l'expérience de 
l'enseignement conduit presque toujours, en effet, à préférer 
celle qui présume le moins de la pénétration des auditeurs. 
Nous avons, sous ce rapport, traité nos lecteurs comme nos 
jeunes élèves. Ils nous le pardonneront, si, comme eux, ils ar- 
rivent par là, avec moins d'efforts, à comprendre et à savoir 
aussi bien. 

Nous avons conservé les résumés qui terminent chaque cha- 
pitre, parce qu'ils offrent au lecteur un moyen précieux de ré- 
vision rapide. Les nombreux^ exercices^ proposés à la suite des 
résumés, ont été augmentés, et classés de manière à graduer, 
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AYERTISSEMENT. UI 

autant que possible, les difficultés. Nous avons cru devoir in- 
diquer, par un mot, la solution de chacun d'eux; nous avons 
même donné très-brièvement la marche k suivre, lorsque cette 
solution nous a paru trop difficile à découvrir. Nous avons voulu, 
par là, aider l'élève dans ses recherches, tout en laissant un ali- 
ment suffisant à son travail. 

Ces résumés, ces exercices multipliés et leurs solutions nous 
ont forcé de donner au premier volume, qui paratt aujourd'hui, 
des dimensions assez considérables; mais nous espérons tiue le 
lecteur n'aura pas à se plsdndre d'une extension qui tourne au 
profit de ses études. 

H. GARCET. 

Nov«mbr« 1862. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



TRAITÉ 

D'ALGÈBRE. 



PREMIÈRE PARTIE*. 



NOTIOIVS PRËLIMINAIRES. 

1. DÉFINITION DE l'algèbre. — U Algèbre a pouT objet d'abréger^ 
de simplifier et surtout de généraliser la résolution des questions 
que Ton peut se proposer sur les nombres. 

Pour atteindre ce but, l'algèbre emploie les lettres et les 
signes. 

2. Emploi des lettres. — Les lettres représentent les nombres. 
Au lieu de raisonner et d'opérer, comme en arithmétique, sur 
des nombres particuliers désignés d'avance, on raisonne et on 
opère en algèbre sur des lettres : a, J, c,,.. a?, y.... Par suite, les 
démonstrations que l'on donne et les règles auxquelles on 
arrive, s'appliquant à tous les nombres indistinctement, sont 
générales. 

5. Signes algébriques. — Les nombres devant rester indéter- 
minés, on ne peut pas effectuer les opérations, et il faut se bor- 
ner à les indiquer à Taide de certains signes abréviatifs. 

* La deuxième partie est à Fusage des élèves du Cours de mathématiques 
spéciales , et forme un volume qui se vend séparément. 

Alg. él. B. 1 
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2 NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Les signes usités en algèbre sont les suivants : 

+ est le signe de Faddition; il se prononce plus; 7+5 indique 
la somme des deux nombres 7 et 5. 

— est le signe de la soustrarctfon; il se prononce moins; 7—5 
indique la différence entre les deux nombres 7 et 5. 

X est le signe de k multiplicstlon ; il se prononce multiplié 
par; 4X5 indique le produtt des deux nombres 4 et 5* On in- 
dique aussi la multiplication par un point; ainsi l'on écrit, 4.5. 
On supprime souvent ces signes, lorsque les nombres sont repré- 
sentés par des lettres; et Ton se borne à indiquer la multipli- 
cation, en écrivant les facteurs auprès l'un de l'autre, ab au lieu 
de ax6, ou de ii.b. Cette simplificattoa ne peut être adoptée 
pour les facteurs numériques ; car elle conduirait, par exemple, 
à représenter de la même manière le nombre 54 et le produit 
5X4. 

: signifie divisé par; 5 : 7 indique le quotient de la division 
du nombre 5 par le nombre 7. On indique aussi les divisions en 
écrivant le dividende au-dessus du diviseur, et en séparant les 

deux termes par une barre horizontale; - indique le quotient 

de la division de 5 par 7. 

Lorsque les divers lecteurs d'un produit sont égaux entre eut, 
on se bon^ à écrire Tun d'eux, en plaçant à droite et au-tkmts 
de lui l'indication du nombre des facteurs égaux que Voù dml 
multiplier; ainsi a* représente aXa, ou le carré de a; a're^é- 
sente aXaXùf ou le cube de a; a"* représente le produit de m 
facteurs égaux à a, ou la puissance m*** de a. Le nombre des 
facteurs égaux reçoit le nom d'exposant. 

sj" indique la racine carrée; v^7 indique la racine carrée du 
nombre 7« 

yfay )Ja^*^ indiquent les racines cubique, quatrième.... de a. 
En désignant par m un nombre entier quelconque, v^âindk]œ la 
racine m**^ de a, c'est-à-dire le nombre qui, muUipUé m — 1 fois 
par lui-mêmei reproduit a. 

= exprime l'égalité des expressions placées à droite et à 
gauche de ce signe; a=b exprime l'égalité des deux nombres 
représentés par a et b. 
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IÎ0TK)N8 PRfiUMINAlBCS. 3 

> s*émmce plus grand que ; a>b exinrime que le nombre dé- 
signé par a est plus grand que le nombre désigné par b. 

< s*énonce ptus petit que; a< 6 eicprime que le nombre dé- 
signé par a est plus petit que le nombre désigné par h. 

Lorsqu'on place une expression entre deux parenthèses, il 
faut regarder comme effectuées les opérations qui y sont indi- 
quées, et la parenthèse comme exprimant le nombre qui en 

résulte. Ainsi 

19_(44-2— 1) 

indique l'exeèsde 19 sur le nombre (4+2—1), c'est-à-dire sur 5. 
Be même 

(a+b)(c^d) 

indique le produit de la somme des nombres représentés par 
a et ^ et de la différence des nombres représentés par c et d. 

Lorsque, dans une question, certaines quantités ont été re- 
présentées par des lettres, on représente souvent des quantités 
anidogues par les mêmes lettres, en leur donnant un ou plu- 
sieurs accents f ou en les affectant de certains indices numériques. 

Ainsi on écrit 

a, a', a'\ a* .... 

et Ton énonce a, a prime, a seconde^ a tierce...,; 
ou bien l'on écrit 

o, ai, Oi, Ot,.... 

et l'on énonce a, a indice 1, a indice 2, a indice 3.... 

Montrons maintenant, par quelques exemples, comment l'em- 
ploi des lettres et des signes abrège et généralise les solutions. 

4. EMPLOI DES SIGNES COMME MOTEN D*ABR]£yUTI0N. — On 

propose de partager 540' entre trois persomtes, de telle sorte que la 
part de la première surpasse la fK»t de la seconde de 48^, et que la 
part de la seconde surpasse la part de la troisième de 75'. 

lie THroUême serait réscte, si Fon. comiaîssâit la troirîème 
part. Of k seconde vaut k tr(^iàme augmentée de 75'. 

La i^emière, Talaot k seconde augraratée de 48', vaut, par 
suite» k tn^sième augmentée de 75^ et de 48', c'est-à-dire de 
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zi NOTIONS PRËLlMIlfAIRES. 

Les trois parts valent donc, en somme, trois fois la troisième, 
plus 75' et 123', c*est*à-dire plus 198'. 

Gomme la somme à partager est 540', en retranchant 198' de 
540', ce qui donne 342', on obtient trois fois la troisième part. 

La troisième part est donc le tiers de 342', ou 114'. 

Par suite la seconde, qui vaut 75' de plus, est égale à 189'. 

Et la première, qui vaut 48' de plus que la seconde, est égale 
à 237'. 

Gomme vérification, on remarque que la somme des trois 
nombres 237, 189 et 114 est bien égale à 540. 

Employons maintenant les signes, et représentons par une 
lettre x la part de la troisième personne : nous formerons le ta- 
bleau suivant : 

Part de la troisième personne x 

Part de la seconde x+ 75 

Part de la première a? 4- 75 + ^8, ou a?+ 123 

Somme des trois par ts..a?+a? + 75+0? +123, ou 3a?+198 

On a donc 3a?+ 198 = 540. 

Si de ces deux quantités égales on retranche 198, les restes 

sont égaux, et Ton a 

3a? = 540— 198 
ou 

3a? = 342. 
Par suite 

_342 
^ 3 
ou 

a?=114. 

On voit aisément comment l'emploi des signes et de la lettre a?, 
pour représenter l'inconnue, abrège et facilite la solution du 
problème. 

S. Emploi des lettres combie moyen de aÉNéRALisATiON.— La 
méthode que nous venons de donner ne nous fournit qu'un ré- 
sultat isolé. Rien, dans ce résultat, ne nous indique les opéra- 
tions à faire pour déduire des données la solution demandée : et 
si nous voulions résoudre le même problème, en changeantces 
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 5 

données, il nous faudrait recommencer le raisonnement et le 
calcul pour obtenir la solution nouvelle. Mais si l'on représente 
les données par des lettres, les calculs ne peuvent plus s'effectuer; 
et le résultat obtenu fournil la marcbe à suivre pour résoudre 
numériquement tous les problèmes de même espèce. 

Reprenons, en effet, le problème précédent; et désignons par n 
le nombre à partager, par et l'excès de la première partie sur la 
seconde, et par (h l'excès de la seconde sur la troisième. En ré- 
pétant sur ces lettres les raisonnements du n"" 4, nous formerons 
le tableau suivant : 

Troisième partie x 

Seconde partie aî+di 

Première partie x+th + di 

Somme des trois parties Zx+2(k+ d^ 

Puisque, d'après l'énoncé, n est le nombre à partager, 
3a? + 2(i|+di=n. 

Soustrayant t^ et 2di des deux membres, 

3x=n—di—2dty 
et divisant par 3, 

Ce résultat nous apprend que, pawr trouver la troisième part^ il 
faut soustraire successivement du nombre à partager la première 
différence et deux fois la seconde, puis diviser le reste par 3. 

Voilà donc une règle générale pour résoudre tous les problèmes 
de cette espèce. Mais on peut généraliser encore davantage. Au 
lieu de particulariser l'énoncé, en demandante division en trois 
parties, proposons-nous la question suivante : 

Partager un nombre n en p parties ^ telles que les différences entre 
chacune dédies et celle qui la suit soient représentées par les nom^ 
bres A, di, di.... dp^, dp-i. 

Si nous représentons par a? la dernière partie, nous formerons 
l'avant-demière en ajoutant d^i à x, la précédente en ajoutant 
d^^ à celle-ci, et ainsi de suite : nous remonterons ainsi jusqu'à 
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6 NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

la première. Désigrmnt chacune des parties par son ntiméro 
d'ordre, et remplaçant par des points celles que nons n'écEBt)ns 
pasy nous construirons le tableau SHÎvant : 

p»** partie. •• x 

(p— !)»• partie. . . s+ d,^ 

(p_2)«« partie. . . a? + dp-i -j- ^p-t 



S^ partie... a? + dp-.i + dp-j + .««» +4 
2« partie... x + dp-.i + c^_r+..-* +A + * 
1* partie... x+d,^i + df^ + ... . +A + *+di. 

D*après ce tableau, x entre dans toutes les parties ; d^i entre 
dans toutes les parties, excepté dans la dernière; dp^ n'entre pas 
dans les deux dernières, elle entre dans toutes les autres....; 
dz n'entre que dans lès trois premières, dt dans les deux pre- 
mières , et di dans la première. Si donc on fait la somme de 
toutes les parties qui doit représenter le nombre n, on a 

Soustrayant des deux membres tout ce qui, dans le premier, suit 
pxy on a 

pa?=n— di— 2di — adt— . . . . — (p— 2) d^t— (p— l)d^i 

et divisant par p, 

roi ^ n— di— 2(^—3^— .... — ( p— 2) (V^-~(p— 1)^,1 

12] ap=5 • 

, P 

On voit que, pour obtenir la p*^ partiey il fauty du nombre a 
partager y soustraire successivemmt une fois la première ëifférencef 
deux fois la seconde^ trois fois la troisième^...., (p — 2) fois la 
(p — 2)""e( (p — 1) fois la (p — 1)"»% puis diviser le reste par le nombre 
total des parties. 

On a ainsi une règle générale pour résoudre tous les problème 
de même espècei c'est-à-dire tous ceux dont r^koncé ne va- 
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NOTIONS PftiUMlNAlRBS. 7 

liera que par k valeur ttumérique du nombre à partager, par 
le nombre des parties ^ par lews difiEérences saceessives. 

6. Formules algébriques. ^- Les expressions telles que [1] 
et [2], qui indiquent la série des opérations à effectuer pour ré- 
soudre une question, lorsque les nombres donnés sont repré- 
sentés par des lettres, se nomment des formules. 

On dit quelquefois que l'algèbre est la science des formules. 

7. Utilité des formules. — L'avantage qu'il y aà renfermer 
ainsi, dans une formule générale, un nombre infini de cas par- 
ticuliers, est une chose évidente en elle-même. Il n'est pas 
inutile cependant de le faire ressortir, dès à présent, par quel- 
ques exemples. 

En premier lieu, l'énoncé des théorèmes généraux se trouve 
considérablement abrégé, et, par là, plus facile à retenir. 

Ainsi, au lieu de dire : 

La somme de deux nombres est la même dans quelque ordre 
qu'on les ajoute; 

Le produit de deux facteurs ne change pas quand on les iu* 
tcrvertil; 

Pour multiplier deux puissances d'un même non]d)re, il sojf&t 
d'ajouter les exposants; 

On écrira 

et pour quiconque connaît la langue algébrique, les théorèmes 
sont tout aussi bien énoncés par ces formules que par les trois 
phrases écrites plus haut. 

En second lieu, non-seulement l'emploi des formules abrège 
l'énoncé des théorèmes, mais encore il simplifie leur démoas- 
tration. Pour en donner un exemple, nous choisirons la ques- 
tion suivante : 

Un mobile se meut dCv/n mouvement uniforme; sa vUesse, c^est- 
àHiire Vespace qu'il parcourt dans Twnité de temps^ est v : quel sera 
r espace x parcouru dans un temps t? 
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D'après la définition du mouvement uniforme, les espaces 
parcourus sont proportionnels aux temps; on a donc 

D'où l'on conclut, en réduisant au même dénominateur, 

[3] x=:vt; 

c'est là la formule demandée. 
On en déduit immédiatement les deux nouvelles formules, 

[4] . = f, 

La formule [3] rend évidents les théorèmes suivants: 

Dans un mouvement uniforme, l'espace parcouru pendant 
un temps donné est proportionnel à la vitesse ; pour une vitesse 
donnée, il est proportionnel au temps; et, en général, il est 
égal au produit du temps par la vitesse. 

De la formule [4J on déduit les théorèmes suivants : 

Dans un mouvement uniforme, la vitesse est proportionnelle 
à l'espace parcouru pendant un temps donné; elle est en raison 
inverse du temps employé à parcourir un espace donné; et, en 
général, elle est égale au rapport de l'espace parcouru au temps 
employé à le parcourir. 

Enfin on conclut de la formule [5]: 

Le temps employé à parcourir un espace donné est inverse- 
ment proportionner & la vitesse ; lorsque la vitesse est donnée, 
le temps est proportionnel à l'espace à parcourir; et, en général, 
le temps est égal au rapport de l'espace parcouru à la vitesse du 
mobile. 

Chacun de ces théorèmes exigerait une démonstration spéciale 
plus ou moins développée, si on les abordait directement * ; les 



* Galilée, qui ne faisait pas usage de formuler, y a consacré quatre pages. 
[Giomata terxa , de Motu œquaMli.) 
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 9 

formules [3], [4], [5], les rendent évidents pour tous ceux qui 
connaissent la valeur des locutions, grandeurs proportionnelles 
et inversement proportionnelles. (Voir Y Arithmétique.) 

Citons un autre exemple. On démontre en géométrie les 
théorèmes suivants : 

V Deux circonférences sont entre elles comme leurs rayons ; 
en d'autres termes, il existe entre une circonférence G et 
son rayon R un rapport constant Stc; on a, par conséquent, la 
formule 

[6] - C = 27rR. 

2* Deux cercles sont entre eux comme les carrés de leurs 
rayons. 

3<» Un cercle a pour mesure le produit de sa circonférence 
par la moitié de son rayon ; en d'autres termes, sa surface S est 

mesurée par le produit G Xô > et Ton a 
[7] S = Gx| = 2^RX^=^R'. 

Or celte dernière formule rend évident le second des théorèmes 
énoncés, « la surface d'un cercle est proportionnelle au carré de 
son rayon. » On pourrait donc se dispenser d'en faire un théo- 
rème distinct des deux autres; et, surtout, on ne doit pas en 
donner une démonstration directe. 

Si l'on se bornait à énoncer les théorèmes, sans en réduire 
les conséquences en formules, cette dépendance des propositions 
pourrait rester inaperçue. 

8. Classification des formules. — On nomme expression ou 
quantité algébrique, un ensemble de lettres et de nombres réunis 
par quelques-uns des signes des opérations. Les expressions al- 
gébriques peuvent comprendre l'indication des six opérations : 
addition, soustraction, multiplication, division, élévation aux 
puissances, extraction des racines» 

a — yô 
est une expression algébrique. 
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10 NOTimiS PaJËLIMlNAIBES. 

Une expression est rationnelle, quand ancnne extraction de 
racine n'y est indiquée. 

Dans le cas contraire, elle est dite irrationnelle. 

BXEMPLgr ^cf^b*—\/a"{'lh\-C* 

Une expression rationnelle, qui ne contient l'indication d'au- 
cune division, est dite entière. 

EXEBJPLE. I5(a+&)C*. 

Dans le cas contraire, elle est dite fractionnaire. 

Une expression, qui ne contient aucune indication d^addition 
ou de soustraction, se nomme monôme. 

Exemple. I3a»6*c, ^a^y. 

On distingue dans un monôme le coefficient , les lettres et leurs 

exposants. Le coefficient est le facteur numérique qui précède 

Fexpression : il porte sur la quantité tout enfière. Dans les 
3 

exemples cités» 13 et r sont des coefficients : ils indiquent que 

les quantités cn^c, et afy doivent être respectivement multipliées 

3 
par 13 et par -. L'exposant n'affecte que la lettre au-dessus de 

laquelle il se trouve. Ainsi l'exprefision I3a%V est i'indkation 
al»^ée du produit 

aXaXaXlXbXbXbXcXlZ. 

Quand un monôme n'a pas de coefficient, quand une lettre n'a 
pas d'exposant» on doit les considérer comme ayant le coeffi- 
cient l ou l'exposant 1. 

Lorsque plusieurs monômes sont réunis par les signes+ ou — , 
l'expression est un polynôme, dont ils sont les termes^ On cobsf- 
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NOTIONS raÉLIHlffAmES. 11 

dère ordinairement, comme faisant partie d'un terme, le signe 
qui le précède. Ainsi, dans le polynôme 

les, termes sont 

Un terme qui n'a pas de signe est considéré comme ayant le si- 
gne +• I^s termes affectés du signe + sont dits positifs; les 
termes précédés du signe — sont dits négatifs. 

Un polynôme se nomme binôme^ quand il a deux termes; tri" 
nome^ quand il en a trois, et ainsi de suite* 

On nomme degré d'un monôme entier, la somme des ejqpo- 
sants des lettres qui y entrent. 

EXElfPLE. 74n^c 

est un monôme du 6« degré. 

On dît qu'un polynôme entier est komo^ne, lorsque tous ses 
termes sont du même degré : ce degré est le degré éFhomogéniiti 
do polynôme. 

Ebsmpus. ba^-^dàba^-i-ikaAD — f2a'^ 

est un polynôme homogène du 4« degré. 

9. La valeur rmmérique d'une expression algébrique est le 
nombre que l'on obtient, quand on remplace les lettres qui y 
entrent parles valeurs qui leur sont attribuées, et qu'on effectue 
les opérations indiquées par les signes. Rèdvire une expression 
algébrique en nombre^ c'est trouver sa valeur numérique. 

Il suit de la définition précédente, que l'on peut regarder la 
valeur numérique d'un polynôme comme étant la différence 
entre la somme des valeurs numériques des termes qui sont pré« 
cédés du signe -f-> et 1^ somme des valeurs numériques des 
termes qui «ont précédés du sî^e — . 

Sra arrivait que la seconde somme l'emportât sur la première, 
le polynôme n'aurait pas de signification. On verra biœtôt 
comment on doit considérer de pareils résidtats. 

10. Termes semblables: leur réduction. — On dit que des 
termes sont semblables dans un pdynome, lorsqu'ils Sont corn- 
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12 NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

posés des mêmes lettres, et que ces lettres sont affectées des 
mêmes exposants. 

Exemple. + 1 5aVc, — la^Vc. 

Deux termes semblables ne peuvent différer que par le coeffi* 
cienletparle signe. 

On peut toujours réduire des termes semblables en un seul. En effet, 
si l'on rencontre dans un polynôme deux termes semblables po- 
sitifs, par exemple, + 7a*6 -f- 9a'6, on peut évidemment les rem- 
placer par le terme unique +16a*6. Si les deux termes sont 
négatife, comme — 7a*6 — 9a*6, on peut leur substituer le terme 
— 16a'6. S'ils sont de signes contraires, comme +9a'6— 7a*6, 
cette différence équivaut à 4-2a*6. S'il s'agit de l'expression 
4-7a*& — 9a'ô, il est évident qu'on peut la remplacer par le terme 
— 2a«ô. 

Ainsi, dans tous les cas, pour réduire plusieurs termes semblables 
en u/n seul, on fait la somm^ des coefficients des termes précédés du 
signe +» V^i^ ^ somme des coeffi^ents des termes précédés du si- 
gne — ; on retranche ensuite la plus petite somme de la plus grande y 
et Von mst devant le reste le signe de cette dernière somme. Enfin on 
fait suivre ce coefficient de la partie littérale commune à tous les 
termes. 

Exemple. Le polynôme 

5aW+12aW— 6aW— a«6«— 4a6»— 7aV+ 2a6» 

se réduit à 

10a»6«-.9a&». 

RÉsinii. 

i. Définition de Talgèbre. — 2. Emploi des lettres pour représenter les 
nombres. — 5. Signes algébriques. — 4. Emploi des signes comme 
moyen d'abréviation. Exemple. — S. Emploi des lettres comme moyen 
de généralisation. Quelques exemples. — 6. Formules algébriques. — 
7. Divers avantages de remploi des formules : elles sont beaucoup plus 
simples à écrire que les théorèmes qu'elles expriment, et font souvent 
apercevoir, d*un coup d'œil» des conséquences qui exigeraient sans elles 
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NOTIONS PRÉLIMINJURE8. 13 

une démonstration à part. Quelques exemples. — 8. Glassification|des 
formules ou expressions algébriques en rationnelles ou irrationnelles, 
entières ou fractionnaires, monômes ou polynômes. Ce que c'est que 
le coefficient, de qu'on entend par degré d'un terme, par polynôme ho- 
mogène. — 9. Valeur numérique d'une expression algébrique. — 
10. Ce qu'on entend par termes semblables d'un polynôme. Règle pour 
les réduire en un seul. 
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LIVRE PREMIER. 

DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 



il. Expressions iîquivalentes. On dit que deux exprtsiioiis 
algébriques sont équivalentes ^ lorsqu'en y remplaçant chacune 
des lettres qu'elles renferment par une ?aleur particulière, choi- 
sie arbitrairement, elles prennent des valeurs numériques tou- 
jours égales entre elles. 

Ainsi les deux expressions (a +6)* et a'-}-2aJ+ 6* sont équi- 
Talentes. 

12. Opérations algébrxqoks. Puisque tottte quantité algé- 
brique doit être considérée comme un nombre , on définit les 
opérations algébriques de la même manière que celles qui portent 
le nihme nom en arithmétique. Mais les opérations algébriques 
te &»ant srar des lettres , il est impossible de les exécuter jus- 
qu'au boiU, ^ Ton doit se borner à les indiquer. 

Aussi le calcul algébrique consiste-t-il seulement à transformer 
une formuUm une mare plus sin^le^ maiê éqm^oienu. 

Par exemple, quand on substitue cf au produit a'Xû?, ou 
0+ 6 à l'expression \/a« + 2a6 + 6% on feit une opération algé- 
brique : et Ton dit quelquefois que Ton effectue le produit de 
a^ par a', ou l'extraction de la racine carrée de l'expression 
a*+2ab + b\ 
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CHAPITRE PREMIER. 

ADDITION ET SOUSTRACTION ALGÉBRIQUES. 

§ I. Addition et soustraction des monômes. 

' 15. RÈGLE d'addition DES MONOMES. Pour additionner des mo- 
nomeSf on les écrit les ims à la suite des autres, en les séparant par 
le.signe +• 

On forme ainsi un polynôme qui est la somme cherchée ; s'il 
renferme des termes semblables, on a soin de les réduire en 
un seul (10). 

Exemple. La somme des monômes 4a, 3&, 5c, 2a, 66, 8c, est 

4« + 36H- 5c+2a+6&+8c, 
et se réduit à ^ 6a + 96 + 1 3c. 

14. RÈGLE DE SOUSTRACTION DES MONOMES. Pour soustraire d'un 
monôme un autre monôme, on écrit le second à la suite du premier ^ 
en les séparant par le signe — . 

On forme ainsi un binôme, qui est la différence demandée. Si 
les deux termes sont semblables, on les réduit en un seuL 

Exemple. La différence des monômes ^Ta et s/sbe^i 

Celle des monômes 8a*6'c et 5aVc est 

8a*6V— 5aVc, 

et se réduit à Za^b^c. 

Ces deux opérations algébriques étant les plus simples de 
toutes, on conçoit qu'il n'y a pas lieu de les simplifier. 
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DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 17 

§ H. Addition et souslraclion des polynômes. 

18. Principes pour l'addition et la soustraction des poly- 
nômes. L'addition et la soustraction des polynômes reposent sur 
quelques principes que nous allons énoncer, et qui sont évi- 
dents pour la plupart. 

l^" Une somme reste la même, dans quelque ordre que l'on 
ajoute ses diverses parties. 

â'» Un polynôme ne change pas de valeur numérique, quel 
que soit l'ordre dans lequel on écrive ses termes. Il est égal , 
eu eflet, dans tous les cas , à l'excès de la somme de ceux qui 
sont précédés du signe + sur la somme de ceux qui sont pro- 
cédés du signe — (9). 

d"" Pour ajouter à un nombre la somme de plusieurs autres, 
il suffit de lui ajouter successivement chacun d'eux. 

4'' Pour ajouter à un nombre la différence de deux autres, il 
suffit de lui ajouter le premier, et de retrancher le second du 
résultat. 

5* Pour retrancher d'un nombre la somme de plusieurs au- 
tres, il suffit d'en retrancher successivement chacun d'eux. 

6* Pour retrancher d'un nombre a la différence (6— c) de 
deux autres, il faut lui ajouter le second c, et retrancher le pre- 
mier h du résultat. 

En effet, la différence entre deux nombres a et (6 — c) ne 
change pas, lorsqu'on ajoute un même nombre c à ses deux 
termes. L'excès de a sur {h—c) est donc le même que celui de 
(a + c) sur h\ il est donc (a + c— fr). 

• Ces principes s'expriment par les formules suivantes : 
[1] a+h'\-c+d = d+c+h-\'a\ 

[2] a— fe+c— d=c+a — 6— rf; 

[3] a-f (6+c + d) = a + 6 + (? + d; 

[4] a + (&— c) = a + ô— c; 

[5] a—{b-\'C)=a'-b—c\ 

[6] a— (fr— c) = a+c— 6. 

Alg. él. B. 2 
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18 LITRE I. 

Les principes, que nous venons d*énoncer» conduisent aux rè- 
gles suivantes. 

16. RÈGLE d'addition* DBS POLYNOMES. Pour ajouter à un 
nombre un polynôme quelconque^ il faut lui ajouter les termes pri^ 
cédés du signe -{-> ^ retrancher du résultat les termes précédés du 
signe — . 

Soit, en effet, à ajouter au nombre P le polynôme 

a — 6+c — d— e-f-jT, 

c'est-à-dire, à effectuer l'opération 

V+{a^b + c—d—e+f). 

Le polynôme, en vertu du second principe (15), peut s'écrire : 

a+^H-/"— & — d— e, 

et, en vertu du cinquième principe, il est équivalent à 

{a+c+f}-{b+d+e). 

La somme demandée est donc : 

J' + \(a+c+f)-(b+d + e)l. 

Or, d'après le quatrième principe, ce nouveau polynôme équi- 
vaut à 

V+{a+c+f)-{b + d+e), 

ou, d'après le troisième et le cinquième, à 

P+a+c+/*-6— d— e. 
C'est précisément ce qu'il fallait démontrer. 

17. RÈGLE DE SOUSTRACTION DES POLYNOMES. POUT retTOnchei 

â^un nombre un polynôme quelconque, il faut ajouter à ce nombre 
les termes qui, dans le polynôme, sont précédés du signe — , et re- 
trancher les atUres du résultat. 

Soit, en effet, à retrancher de P le pcdynome 

a— 6-f-c— d— e+/*, 

c'est-à-dire, à effectuer l'opération 

p_(a— 6-l-c— d— e-l-/*). 
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DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 19 

Le polynôme, en vertu des principes deuxième et cinquième, 
est égal à 

la différence demandée est donc : 

V^l^a+c+n-ib + d + e)]. 
Or, d'après les principes sixième, troisième et cinquième, 

c'est précisément ce qu'il fallait démontrer. 

: 18. Remarque. L'ordre, dans lequel on écrit les termes d'un 
polynôme, étant indifférent (princ. 2«), ou peut énoncer les règles 
pîrécédentes en disant : 

Pour ajouter à \m nombre P un polynôme quelconque, il faut 
écrire ses différents termes à la suite de P, en leur conservant leurs 
signes. 

Pour retrancher d'un nombre P un polynôme quelconque, il faut 
écrire ses différents termes à la suite de P, en changeant le signe de 
chacun d'eux. 

On devra d'ailleurs, s'il y a lieu, réduire les termes semblables 
dans le résultat. 

19. Exemples de. ces deux opérations. Dans la pratique, lors- 
que les polynômes, sur lesquels on opère, renferment des termes 
semblables, on les dispose les uns au-dessous des autres, de ma- 
nière que les termes semblables soient dans une même colonne 
verticale; et l'on fait alors à la fois l'opération et la réduction. 

Exemples. I"" Effectuer l'addition : 

((ur*— ba^xSc/'—kaof) + (2a*ir— 3aj*-f 7a«) + (9a»— 5aa;*-f 5a;»). 

On écrit, en intervertissant convenablement les termes: 

4a5» — 4^^' — 6a*ar— ' 8a» 

—Za^ 4.2ti«a? + 7a» 

555» — 5ax* +^û» 

et l'on a : ^ 6a? — 9aa;' — 3a'a? + 8a». 
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20 LIVRE I. 

2*» Effectuer la soustraction : 

(7aS6— 8aW+5a* — 26*) — (2a*— 4a6«+ 4o»6— 26*). 
On écrit, en changeant les signes des termes du second poly- 



nôme: 



5a* + 7a»6— 8aV —26* 

«.2a*— 4a«6 +4a6«+26* 



et l'on a : 3a* + 3a»6 — 8a«6* + 4a6». 

S III. Enoncé plus simple des résultats précédents. 

20. Conventions qui introduisent les nombres négatifs 
POUR SIMPLIFIER LES ÉNONCÉS. La forme des résultats précédents 
peut se simplifier à l'aide d'une convention très-utile en algèbre. 
Cette convention consiste à regarder tous les termes tant positifs 
que négatifs (8) d*un polynôme comme ajoutés les ur^s aux autres. 

Ainsi Yon convient de regarder la différence a — b comme résul- 
tant de V addition de a avec { — b), 

[I] a — 6 = a + (— 6). 

L'expression isolée (—6), que Ton nomme un nombre négatifs 
n'acquiert pour cela aucune signification ; seulement on dit : 
ajouUr (— b), au lieu de dire : retrancher b. 

On convient de même que retrancher (— b) , signifie ajouUr b , 

[2] a— (— 6) = a + 6. 

n serait absurde de chercher à démontrer les formules [I] et 
[2] : les définitions ne se démontrent pas. On doit remarquer 
cependant, que la convention exprimée par la formule [2] est 
une conséquence toute naturelle de la première. En effet, si 
Ton ajoute (—6) à a, on obtient, d'après la première conven- 
tion, l'expression a — 6: si maintenant on retranche (—6) du 
résultait, on a, d'après la seconde convention, a — 6 +6, ou sim- 
plement a : les deux opérations se détruisent, ce qui doit être. 
Mais si l'on ne faisait pas la seconde convention , il arriverait, 
qu'en ajoutant d'abord à un nombre a, puis en retranchant du 
résultat une même quantité (— 6) , on ne retrouverait pas le 
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DU CALCUL ALGËBRIQUE. 21 

nombre a. Cette nouvelle convention est donc nécessaire , dès 
que Ton a adopté la première. 

21. RÈGLE GÉNiRALE D*ADDiTiON. Lcs deux convontions pré- 
cédentes permettent de réduire la règle d'addition à l'énoncé 
suivant : 

Pour ajouter deux polynômes ^ il faut ajouter au premier tous 
les termes du second^ quels que soient leurs signes. 

Soient, en effet, les deux polynômes : 

a — 6 + (?, m — n+p-^q; 
leur somme est (18) : 

a — 6+c + m — n+p — q\ 
ce qui équivaut, d'après nos conventions, à 

a — 6 + c + m4-(— n)+p+X— ^); 
résultat conforme à l'énoncé. 

22. RÈGLE GÉNÉRALE DE SOUSTRACTION. LcS mêmCS COUVCn- 

tions permettent de réduire la règle de soustraction des poly- 
nômes à l'énoncé suivant : 

Pour retrancher un polynôme (Tune quantité quelconque A, il 
faut en retrancher successivement ses différents termts^ quels que 
soient leurs signes» 

Soit, en effet, à retrancher de A le polynôme m-^n—p+q ; 
on a vu (18) que la différence est : 

A — m + n+p — g; 

et ce résultat, d'après nos conventions, équivaut à 

A — m— (— n) — (— p) — î; 

ce qui est conforme à l'énoncé. 

25. Remarque. L'introduction des nombres négatifs permet 
d'énoncer , avec plus de concision, des résultats auxquels cette 
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forme nouvelle n'ajoute absolument rien- Nous verrons que tel 
est toujours, en algèbre, le but de leur introduction *. 

5M. Autre convention. Si l'on considère une différence («—6), 
et que l'on suppose h plus grand que a, l'opération est impos- 
sible ; on convient alors de regarder V expression (a — b) comme re- 
présentant un nombre négatif égal à V excès de b sur a. 

[3] a — h = — {p — a). 

Cette convention est toute naturelle; et, en ne la faisant pas, on 
détruirait l'analogie complète qui existe entre les opérations 
relatives aux nombres négatifs et positifs. Désignons, en effet, 
par d l'excès de h sur a ; 

a — & = « — (a + cf) ; 

si donc on applique la règle de soustraction (2SB), on anra : 

a — 6 = a — (a + ^ = c^ — o, — d = — d = — (6 — a). 

Remarque. Nous prouvons ainsi, qu'il est naturel de faire la 
convention en question; mais nous ne démontrons pas la for- 
mule [3]. Notre raisoimement, en effet, est fondé sur l'applica- 
tion d'une règle de soustraction (2Sî), qui, jusqu'ici, n'a de sens 
que pour des soustractions possibles. Il est naturel et commode 
de l'étendre à tous les cas; mais cela n'en est pas moins arbi- 
traire. 

28. GÉNÉRALISATION DE QUELQUES RÉSULTATS. La COUVention 

que nous venons de faire permet de généraliser des résultats 
qiie l'on devrait, sans cela, énoncer avec restriction ; on a, par 
exemple (18, k") : 

c-}-a'-'b = C'{'{a — b). 
Cette formule est évidente, lorsque a est plus grand que 6. 



* Les explications qui précèdent soilt al)solQmeiit indispensables; eQes n'ont 
rien de commun avec l'emploi des nombres négatifs pour représenter lef gran- 
deurs ; nous ne parlerons de cette autre théorie qu'à Foccasion des problèmes 
du premier degré. 
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DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 23 

Notre ccmvention la rend vraie dans tous les cas; car si a est 
moindre que b, on a : 

Xa-b)=-{b^a); 

et par suite, en appliquant successivement la première conven- 
tion du n* iW, et le sixième principe du n"" Itt^ 

c+(^ — ^) = c — (fr — a)=£î + a— 6. 

De même la formule , 

c—{à — b) = b + {c — a), 

devient vraie, par suite de nos conventions, lors même que c 
est moindre que a. Car, en vertu de la convention (24), 

a — b = —{b—a). 

Donc, en appliquant la 2* convention du n^ 20, puis les prin- 
cipes (IS, 4*» et 2*), 

c — (a— J) = c+(&— a) = c4-& — fl=&+^""^- 

D*un autre côte, d'après les mêmes conventions» c étant plus 
petit que a, 

fc + (c — û) = 6 — (a— c) = 6 + c— a; 
donc c — {a —T>) = 6 + (c — a). 

Si Ton représente une quantité négative isolée par une lettre 
m, les jGDrmules d'addition et de soustraction subsistent. 

A + (— m)=A— m. A— {— «n)=À-f-m. 
Car ffl &m pose ia= — m,m étant positif on a : 

A — fii=A— (— n)=A+n=A4-(— m), 
et A+m=A + {— n)=A— n=A—<— tn); 

ce qui démontre les deux f<Hinules. 
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26. Remarque. Dans les questions d*algèbre, les valeurs nu- 
mériques des lettres ne sont jamais fixées d'avance : et lors- 
qu'on a à faire une opération algébrique , on ne sait pas si la 
mise en nombres ultérieure n'amènera pas des résultats, aux- 
quels ne sauraient s'appliquer les formules démontrées pour 
certains cas. Il est donc fort important, que les formules s'ap- 
pliquent à tous les cas possibles; et Ton comprend, d'après 
cela, quelle est la grande utilité des conventions relatives aux 
nombres négatifs. 

BÉSUMÉ. 



1 1. Ce qu'on entend par expressions nlgébriques équivalentes. — 12. Par 
opérations algébriques. — 15. Règle d'addition des monômes. — 
14. Règle de soustraction des monômes. — 15. Principes pour l'addi- 
tion et la soustraction des polynômes. Une somme reste la même, dans 
quelque ordre que Ton ajoute les parties; pour ajouter à un nombre la 
somme de plusieurs autres, il suffit de lui ajouter successivement cha- 
cun d'eux ; pour ajouter à un nombre la différence de deux autres, il suf- 
fit d'ajouter le premier, et de retrancher le second du résultat. Pour re- 
trancher d'un nombre la somme de plusieurs autres, il suffît de retrancher 
successivement chacun d'eux ; pour retrancher d'un nombre la diffé- 
rence de deux autres, il faut ajouter le second et retrancher le premier 
du résultat. Formules qui expriment ces principes. — 16 et 17. Règles 
générales d'addition et de soustraction des polynômes. — 18. Autres 
énoncés pour les deux règles. — 19. Exemples d'opérations pratiques. 

— 20. Introduction des nombres négatifs pour simplifier l'énoncé des 
résultats précédents; ce qu'on entend par ajouter et retrancher un nom- 
bre négatif (— 6) ; les conventions sont faites de telle sorte, qu'en ajou- 
tant et retranchant successivement (—6), les opérations se détruisent. 
Ces conventions permettent de regarder tous les termes d'un polynôme, 
quels que soient leurs signes, comme ajoutés les uns aux autres. — 
21. Règle générale d'addition. — 22. Règle générale de soustraction. 

— 25. L'énoncé de ces règles se trouve simplifié par les conventions 
précédentes.-^ 24. L'expression (a— 6), lorsque 6 est plus grand que a, 
représente, par définition, un nombre négatif — (6 — a). Comment 
l'on est conduit à faire celte convention. — 2S. Quelques formules qui 
deviennent générales, si Ton adopte la convention précédente.— 26. Il 
est très-important que les formules d'algèbre ne changent pas avec la 
valeur des lettres; car cette valeur n'étant pas fixée, on ne saurait ja- 
mais, sans cela, si l'on doit les appliquer. 
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DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 25 

EXERCICES. 

I ^ 1 1 

L A B 

Deux courriers M et N parcourent la ligne OB. Au départ, ils sont situés, Tun 
en A et Tautre en B, à des distances a et 6 du point 0; ils s'éloignent Àrec des 
vitesses v et v', dans le sens OB. Trouver des formules pour exprimer, après le 
temps t, la distance x des deux courriers, et la distance y du point au milieu 
de la droite qui les joint. 

On trouve : 

»=a'— a+(t?'— »)^ ou «=a— a'+(v— i/)l, 
selon que N est en avant ou en arrière de M; 

a+a' , u + t/, 

puis y=_- + _-t. 

IL Vérifier la formule 

(a+b)2-(a-b)»=4a&. 

Montrer son identité avec 

A2-B2=(A+B)(A— B). 

On pose, pour cela, a+b=A, o— b=B. 

III. Sur un chemin de fer, lorsque la vitesse de convoi est constante, la 
traction, que doit développer la locomotive, se compose des frottements des 
r^mes de wagon sur les rails, et de la résistance de Tair. Le frottement est in* 
dépendant de la vitesse et proportionnel au poids total du train. La résistance 
de l'air est, au contraire, indépendante du poids du convoi et proportionnelle 
au carré de la vitesse. Le frottement a une valeur connue F, pour un convoi 
dont le poids est P; la résistance de l'air est H, lorsque la vitesse estV. Trouver 
une formule qui exprime la traction x, lorsque le poids est F et la vitesse V. 

On trouve : « =F — + Rr=-, 

lY. Trois vases contiennent des mélanges d'eau et de vin : le premier, a litres 
d'eau, h litres de vin; le second, a' litres d'eau, V litres de vin; le troisième, 
(f litres d'eau, V litres de vin. On prend la moitié du liquide contenu dans le 
premier vase, et on le verse dans le second; puis le tiers du liquide qui se trouve 
alors contenu dans celui-ci , et on le verse dans le troisième. Trouver les for- 
mules qui indiquent la quantité d'eau et celle de vin contenues dans chaque 
vase après ces opérations. 

On trouve : Eau. Vin. 

'•'*»«« I' h 



3* vase s r , 



6 "' 6 • 



V. Deux vases A et A', dont les capacités sont v et t/, sont pleins, l'un d'eau, 
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26 LIVRE I. 

l'autre de yin. A l'aide de deux mesures de même capacité, on extrait de cha- 
cun d'eux un même volume u de liquide ; et l'on verse dans A ce qui a été pris 
dans A', et réciproquement. On recommence trois fois cette opération. Trouver 
les formules qui expriment les quantités' de vin et d'eau contenues dans chacun 
des vases. 

On trouve : pour le vase A, 

quantité d'eau = {^—^ + î>j ^T + {"IT'^ -i^h' 

quantité de Tin= {-^+ -^-j ^-^ + (5-^+ -j-; 
et pour le vase B, 

,uantitéde.in=: (1^V^')î::=«+ (1=-V^)i. 

VI. Si l'on fait commencer l'année au 1" mars, trouver le rang qu'occupe, 
parmi les jours de l'année , le m* jour du (n + 1)* mois. 

On trouve la formule m + 31n— c , 

e étant le plus grand nombre entier contenu dans la fraction 

vn. On mélange Bhectofitres d'eau-de-vie à I) degrés avec H' hectolitres à 
D' degrés; on demande le degré S et le prix tc du mélange. On sait que le degré 
indique , combien il y a de parties d'alcool sur cent d'eau-de-vie , et que le prix 
de rhectofître, étant P quand le degré est N, augmente ou diminue d'une quan- 
tité a pour chaque augmentation ou diminution d'une unité dans le degré. 

n ♦ . a DH-l-iyH' 

On trouve : «= ^^^, , 

^c=(H-|-H^(P-^o(8-^S)l; 

£t cette formule s'i^^que , «n v^rtu de mis confentioBf, ïoimft jasas «& l'on 

a, ô < N. 

ym. TTn vase, dont 1b poids estp et la chaleur spécifique €, contient un 
•poiàs K d'eau , à la température t. On plonge dans le liquide un corps A, dont 
le poids est P et la température T; la température du mélange devient 0. On 
demande la chaleur spécifique G du corps A. On sait que la chaleur spémfique 
d'un corps est la quantité de chaleur nécessaire pour faire varier d'un degré la 
température de l'unité de poids du corps, et qme l'on prend pour unité la cha« 
leur spécifique de l'eau. 

En égalant les quantités de chaleur perdues tii^gnées , on trevTe : 

*-— p(T— ^ • 
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CHAPITRE II. 

MULTIPLICATION ALGEBEIQUE. 

27. La multiplication algébrique comprend trois cas : l"" mul- 
tiplication d'un monôme par un monôme; 2"" multiplicatioii 
d'un polynôme par un monôme, et vice versa; 3* multiplication 
d'un polynôme par un polynôme. 

S I. Multiplication des monômes. 

28. RÈGLE DE MULTIPLICATIOR DES HDNOHES. Le prodoît de 

deux monômes M et N est le monôme MN. 

Lorsque les deux monômes sont entiers, qu'ils ont des coeffi- 
cients, et qu'ils renferment certaines lettres communes, ce ré- 
sultat peut se simplifier, et se nomme alors le produit effectué 
des deux monômes. La simplification repose sur les deux prin- 
cipes suivants, que l'on démontre en arithmétique : 

V Le produit de plusieurs facteurs est indépendant de Tordre 
des opérations. 

2« Pour multiplier un produit de plusieurs facteurs par un 
autre produit de plusieurs facteurs, il suffit d'effectuer le produit 
de tous les facteurs. 

Cela posé, soient M = 5 of'Vc^ TT= 7 aV(P. 
En vertu du second principe, 

et, par suite, MN = acuiabbbcX 5 X aaaaacccdd X 7 ; 
ou, en vertu du premier principe, 

W!i==aaaaaaaaabbbccccdd><b X 7. 
Appliquant de nouveau le second principe, 

MN=ft»6»c*(PX35, 
ou plus simplemeiit, MH^a^MeWAP. 
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28 LIVRE I. 

La méthode est générale, et conduit à la règle suivante : 

Pour faire le produit de deux monômes entiers^ 1** on fait le pro- 
duit de leurs coefficients; 2** on écrit à la suite ^ une fois chacune , les 
lettres que renferment les facteurs; 3* on donne à chaque lettre un 
exposant égal à la somme de ceux dont cette lettre est affectée dans 
chaque facteur. Si une lettre n'entre que dans Vun des facteurs, on 
la met au produit avec son exposant. 

29. Produit de plusieurs monômes. Ce qui précède sufiît 
pour faire la multiplication d'un nombre quelconque de mo- 
nômes. On multipliera, enefifet, le premier par le second, puis le 
produit qui est un monôme par le troisième, puis le nouveau 
produit par le quatrième, et ainsi de suite. 

^ Exemple : 

7 a^b^e X 5 a*6c* X 8 a^c^d:^ X 2 aefe = 560 a%^c^(PeK 

Par suite, la puissance m"« d'un monôme s'obtient en formant 
la puissance m™** du coefficient, et en multipliant par m tous les 
exposants. 

Exemple : (5 a'6*c)*" = 5** a'^ô'^c"*. 

§ II. Multiplication d'un polynôme par un monôme. 

50. RÈGLE DE MULTIPLICATION. Soit à multipUcr le polynôme 

P = a— 6+c— d 

par le monôme m (a, 6, c, d, sont des monômes quelconques). 
Nous distinguerons plusieurs cas, pour plus de clarté. 

p m est entier. L'opération revient alors à faire l'addition de 
m polynômes égaux à P : 

Pm=(a— &+C— (0+(a— 6+c— d)+(a— ft+c— d) + ,..; 

mais, d'après la règle d'addition (21), cette formule équivaut à 

Pm = am— 6m+cw — dm. 
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DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 29 

Ainsi chaque terme du multiplicande est multiplié par le multi- 
plicateur» et conserve son signe. 

2*> m est fractionnjiire de la forme - (p étant entier). L'opé- 
ration revient alors, comme on le sait, à prendre la p*^ partie 
du multiplicande; et le résultat est: 

car c'est bien là l'expression qui, multipliée par p, d'après la 
règle (P), reproduit le multiplicande (a—b+c—d). 
D'ailleurs cette formule peut s'écrire : 

ou Vm=^am^bm-^cm'^dmj 

comme dans le premier cas. 

3* m est fractionnaire de la forme ^. Pour effectuer le pro- 
duit, il faut, dans ce cas, répélerp fois la ^ partie du multipli- 
cande. Or, d'après le second cas, le multiplicande divisé par q 
devient : 

et le produit de ce résultat par p est : 

car mulUplier par p la g- partie d'un nombre, c'est multiplier 
ce nombre par 2. Donc, dans ce cas, le produit est encore : 
Tfm^am — bm-\-cm—dm. 

Ainsi, dans tous les cas, pour muiliplier un polynôme par un 
monôme, on muUiplie séparéineni par te monôme chaque terme du 
polynôme, en lui conservant le signe quHl avaU primitivement. 
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Comme on peut intervertir l'ordre des factem^, qui représen- 
tent toujours des nombres (28), la même règle permettra de 
multiplier un monôme par un polynôme. 

Exemple. Les deux produits: 

(3a*6— 5a«6«-f 6a6c«— 46V)X5a6«, 
5aft«X (3a*6— 5a»6'+6a6c»— 4t«c), 

sont équivalents à 1 5 aV — 25 a*è* -|- 30 a'fcV — 20 ab^c . 

51. Mettre un monobie en facteur. La formule que nous ve- 
nons de démontrer , 

(a — b-^-c^-é^m^iam — bm-^-cm — rfm, 

prouve que, si les termes d'un polynôme (am^bm-^'Cm^dm) 
renferment un facteur commun m, on peut le supprimer dans 
chacun d'eux, ce qui donne l'expression /a— t+c—d), et 
multiplier le résultat par m, c'est-à-dire écrire (a— 6+c — d)m. 
C'est ce qu'on appelle mettre un monôme en facteur. 

Exemple. Les termes du polynôme 

12a«a;*— 8aW+16aV 

contiennent 4aV comme facteur commun. On peut donc écrire 

12aV— 8a»a;*+16aV=(3aa?*— 2a«-|-4ir»)X4aV. 

§ m. Multiplication d'un polynôme par un polynôme. 

52. Cas où les deux polynobœs ne contiennent que des 
termes séparés par le signe +• Soit à multiplier le polynôme 
f=:a+b+c par le polynôme Q=î>+?+r; c, 5, c, p, g, r dé- 
signant des nombres quelconques, qui peuvent eux-mêmes être 
représentés par des expressions algébriques plus ou moins com- 
pliquées. On a, d'après la règle du n*" SQ : 

ou PQ={a-|-6-|-c)p-|-(a-}-6-|-c)g-f-(a-|-6-f-(?)r. 
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DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 31 

Appliquant encore la règle (30) à chacun de ces produits, on a : 
VQ=ap'{-bp-\'Cp-\'aq-\-bq-\^+ar+br'^-cr^ 

résultat qu'on peut énoncer ainsi : 

Le produit de deux polynômes^ dont les termes sont positifs, est un 
polynôme égal à la somme des produits qu'on obtient en multipliant 
tous les termes du multiplicande par chacun des termes du muUipli- 
cateur^ 

55. Cas où les deux polynômes coimENNENT des termes pré- 
cédés DU signe — . On peut toujours former un groupe de Fen- 
sembledes termes qui, dans le multiplicande, sont précédés du 
signe +» et un autre groupe de l'ensemble des termes qui sont 
précédés du signe — (15, 2«). Nommons ces deux groupes 
Â et B. Désignons par G et D les sommes analogues dans le mul- 
tiplicateur. Les deux facteurs sont alors : 

P=A— B, Q=G— D. 

On a, en appliquant la règle (30) : 

PQ = P(C— D)=PC— PD = (A— B)C— (A—B)D. 

Appliquant la même règle à diacon des produits partiels, il 
vient : 

PQ = (AG — BC) — (AD— BD), 

ou, d'après la règle de somstraclion des polynômes (22), 

PQ = AG— BG— AD + BD. 

D'ailleurs AG, BG, AD, BD, sont des produits de polynômes à 
termes positife : on le» effectuera d'après la règle du n» 52 ; puis 
on fera les additions et les soustractîcn» indiquées par les signes. 
On obtiendra ain^ un polynôme unique, qui sera le produit 
demandé. Le produit de deux polynômes peut donc toujours 
être remplacé par un polynôme unique^ que l'on nomme sou- 
vent leur produit effectué. 

54. RÈGLE DE MULTIPLICATION DE DEUX POLYNOMES. Si l'ou exa- 
mine comment le produit PQ est composé avec les termes qui 
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32 LIVRE I. 

entrent -dans les deux facteurs, on remarque d'abord qu*il con- 
tient les produits de chacun des termes du multiplicande par 
chacun des termes du multiplicateur. Quant aux signes qu'il 
faut donner à chaque terme du produit, on voit que tous les 
termes du produit partiel AG ont le signe +, et qu'ils sont four- 
nis par des termes qui ont le signe + dans les deux facteurs ; 
que, de même, tous les termes du produit BD ont le signe -{-, 
mais qu'ils sont fournis par des termes qui ont le signe — dans 
les deux facteurs; qu'au contraire, les termes des deux produits 
BC et AD sont précédés du signe — , et qu'ils sont fournis par 
des termes qui ont des signes différents dans les deux facteurs. 
On conclut de là la règle suivante : 

Pour multiplier un polynôme par un autre, on multiplie chacun 
des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplica- 
leur; on affecte du signe + chacun des termes qui^ dans le produit^ 
proviennent de la multiplication de deux termes affectés tous deux du 
signe +, ou tous deux du signe — ; et Fon affecte du signe — chacun 
de ceux qui proviennent de la multiplication de deux termes affectés 
de signes différents. Puis on opère, s'il y a lieu, la réduction des 
termes semblables. 

Cette règle des signes se traduit par le tableau suivant : 

— aX+6 = — afr, 
+ûX— &=— a6, 
— aX — 6 = + a6. 

55. Manière plus simple d'énoncer les résultats précé- 
dents. L'énoncé de la règle précédente se simplifie, si l'on con- 
sidère, ainsi que nous l'avons déjà fait (20), les termes qui sont. 
précédés du signe — , comme des nombres négatifs ajoutés aux 
termes précédents, et si l'on adopte, en outre, les définitions 
suivantes : 

Le produit d'un nombre négatif (—a) par un nombre positif 
b, esr— (axb). 

[1] (-a)(6) = ^(aX6). 
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DU GALGDL ALGÉBRIQUE. 33 

Le produit de deux nombres nég(Uifs-(^a) et{~b) estaXb. 

[21 Ha) (^ 6}= 06. 

D'après ces conventions, la règle de multipUcation peut s'énon- 
cer en disant : te produU de deux polynômes s'obtient en muUipliam 
chacun des termes du muUiplicande par chacun des termes du mul- 
tiplicateur, et en ajoutant les résultats obtenus. 

En effet, soil, par exemple, à multiplier (a—b) par (c— d); le 
produit est (54): 

ac—bc^ad+bd^ 
ou, d'après nos conventions, 

ac+(— 6)c+(— d)a+(-6)(-.d); 

ce qui est bien la somme des produits obtenus en multipliant 
chacun des termes a et —6 du multiplicande par chacun des 
termes c et — d du multiplicateur. 

36. Remarque I. Il n'y a pas lieu de chercher à démontrer 
les formules 

[1] (-à){b) ='-ab, 

[2] {—a){—b)=ab; 

elles expriment des définitions. Ces définitions permettent de ren- 
fermer sous un seul énoncé les différents cas quHl fallait distinguer 
dans la règle de multiplication des polynômes. 

37. Remarqxje II. On a tu (33), que 

[3] PQ,ou(A-B)(G — D) = AG-BG— AD+BD. 

La démonstration supposait que A et G étaient respectivement 
plus grands que B et D; les conventions, que nous venons de 
faire, rendent cette formule vraie, dans tous les cas. 

Supposons, en effet, que l'un des facteurs soit négatif; que 
l'on ait, par exemple : 

A<B, C>D. 
Alg. eu B. 3 
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A— B étant néfi^f et égal (44) à — (B— A), OD a, d'après 
la première convention (5S) : 

PQ, ou (A-B) (C-D) = - (B - A) (G - D). 

Effeduant le produit d'après la règle (34)^ on a : 

PQ = _(Bn^AC — BD + AD), 

ou, d'après la convention du n*» 84 : 

PQ = — BG + AG + BD — AD; 

ce qui coïncide, à l'ordre des termes près, avec la formule [3]. 

Supposons, en second lieu, que les deux différences A — B et 
G — D soient négatives; leur produit sera (5S) le même que si 
elles étaient prises positivement, et l'on aura : 

PQ, ou CA-B) (C-I^ = (B— A) (D-C)=BD-AD-BC+AG; 

ce qui est encore conforme à la formule [3]. 

58. Remarque m. Nous représenterons dorénavant un poly- 
nôme quelconque, de quelques signes que soient ses termes, 
par une expression de la forme 

a+&-|-c+^+«+r; 
û> bf c^Pt%»'^ désignant des nombres positifs ou négatifs. 
Exemple. La formule 

{a+by=af+2ab + Vj 

qui résulte immédiatement de la règle de multiplication, est 
vraie, par cela même, quels que soient les signes des quantités 
désignées par a et b. On peut donc supposer que b y représente 
un nombre négatif — 6'. Gette formule devient alors 

(a-6')* = ûF+2a(-&')4-(— iO*, 

ou, en appliquant les conventions (5SJ, 

(a— y)*=^*— 2ai'+6". 
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Les fomniles qui dcmnent le carré d'une somme et celui f une 
différence se trouvent ainsi ramenées à une seule. 
De mérae la formule 

que Ton obtient en multipliant les deux membres de la précé- 
dente par {a+b)j devient, dans les mêmes circonstances, 

(a— 6')» = a«— 3aV+3aô'«— 6'»; 

de sorte que les formules qui donnent le cube d'une somme et 
celui d'une différence sont aussi ramenées à une seule. 

59. Remarque IY. Les fornmles 

[II (-a)b=—ab, 

[2] (-a)(-.6) = a&, 

expriment des conventions faites en supposant que a et 6 snent 
des nombres positifs; mais il est facile de^ voir que, par suite 
des mêmes conventions, ces formules ne cessent pas d'avoir 
lieu, lors même que aetb désignent des nombres négatifs. 

La première formule peut, en effet, s'énoncer de la manière 
suivante : 

Si, dam «n predmt, en change h signe de run des facteurs, le 
produit change de signe sans changer de valeur. 

M la seconde formule peut s'énoncer en disant : 

5h dam icfi produit^ on change les signes des deux facteurs, le 
produit ne change ni de signe ni de valmr. 

Or, nos conventions rendent ces deux propositions évidentes. 
Car considérons un produit ab de deux facteurs quelconques ; 
si ces deux facteurs sont de même signe, leur produit est po- 
sitif (5S); en changeant le signe de l'un d*eux, ils deviennent 
de signes différents, et leur produit est négatif. C'est l'inverse, 
si les deux facteurs primitifs sont de signes contraires. 

40. Remarque V. Lorsque, dans un produit de plusieurs fac^ 
tevrs, quelques-uns sont négatifs, le produit se définit comme 
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en arithmétique : c'est le résultat obtenu en multipliant le pre- 
mier facteur parle second, puis le produit effectué parle troisième 
facteur, puis le résultat par le quatrième, et ainsi de suite. 

Il suit de là, que le produit aura même valeur absolue que si tous 
les facteurs étaient regardés commue positifs. Il sera précédé du 
signe +, si le nombre des facteurs négatifs est pair , et du signe — , 
si ce nombre est impair. 

Pour le démontrer, remarquons que Ton peut toujours intro- 
duire -f- 1 comme premier facteur. Dans les multiplications suc- 
cessives que Ton aura à effectuer pour former le produit, le signe 
qui, d'après cela, est d'abord +, changera autant de fois qu'il 
y a de facteurs négatifs ; et comme xleux changements consécutifs 
ramènent le signe +, il est évident que le signe sera + si le 
nombre des changements est pair, et — dans le cas contraire. 

Il résulte évidemment de ce qui précède, que les puissances 
paires d'un nombre négatif sont positives, et que les puissances 
impaires sont négatives. 

41. DÉFINITION DE LA DIVISION, QUAND LE DIVIDENDE ET LE 

DIVISEUR NE SONT PAS TOUS DEUX POSITIFS. Si l'ou nomiùe quo- 
tient de deux nombres A et B, un troisième nombre qui, mul- 
tiplié par le diviseur B, reproduit le dividende A, il résulte des 
conventions précédentes, que la valeur absolue du quotient de deux 
nombres ne dépend pas de leurs signes, et que ce quotient est positif 
si le dividende et le diviseur ont le même signe^ et négatif dans le 
cas contraire. 

En effet, si le dividende est positif, le quotient doit avoir le 
même signe que le diviseur; et si le dividende est négatif, le 
quotient doit avoir un signe contraire à celui du diviseur (54). 
Cette règle des signes est consignée dans le tableau suivant : 

+ a: + b= + l, 
+ a:-b=-l, 
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42. MULTTPUCATION D*UN NOMBRE QUELCONQUE DE POLYNOMES. 

Pour faire le produit (Tun nombre quelconque de polynômes, il 
faut d'abord multiplier le premier par le second, puis le ristUtat 
par le troisième, et ainsi de suite. Le produit eflectué de deux po- 
lynômes étant toujours un polynôme, il suffira, quel que soit 
le nombre des facteurs, de savoir multiplier deux polynômes 
Tun par Fautre (54). 

Soient Pi, Pt, Pt> P^ les différents polynômes dont on veut 
former le produit; en multipliant Pi par Ps, on obtiendra un 
produit Qi, dont les termes sont ÇS6) les produits de tous les 
termes de Pi par tous ceux de Pt ; on multipliera Qi par Ps, et 
on obtiendra un produit Qi, qui sera la somme des produits 
de tous les termes de (X par tous ceux de Pt, c'est-à-dire, la 
somme de tous les produits de trois facteurs obtenus, en pre- 
nant un facteur parmi les termes de Pi, un parmi les termes 
de Ps.et un enfin parmi les termes de Pa. On multipliera ensuite 
Os par P4. Le résultat Qs de cette multiplication sera la somme 
des produits des termes de Qs par ceux de P4, c'est-à-dire la 
somme de tous les produits de quatre facteurs pris respective- 
ment dans les polynômes Pi, Pt, Ps; P4. On pourra continuer 
indéfiniment le raisonnement; et l'on verra que le produit des 
polynômes Pi, Pi, Ps, ... P», e^^ la somme de tous les produits de n 
facteurs formées avec v/n terme de Pi, un term^ de Pi, un terme de 
Ps, ... et un terme de P». 

S IV. Produit des polyDomes ordonnés. 

45. Ce que c'est qu'ordonner un polvnome. Ordonner u/a 
polynôme par rapport à une lettre^ c'est disposer ses termes dans 
un ordre tel, qu'en les considérant depuis le premier jusqu'au 
dernier, les exposants de cette lettre aillent tous en diminuant, 
ou tous en augmentant. Ainsi 

8a?» + 3a;*+2a?» — 0?* — lla?+l 

est un polynôme ordonné par rapport aux puissances décrois- 
sames de la lettre x\ et le polynôme 

est ordonné par rapport aux puissances croissantes de la lettre 
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b, et aussi par rapport ayjc puissances déeroissantes de la let- 
tre a. 

Va polynôme est compkty lorsqu'il couiient la lettre ordonna^ 
trice à tous les degrés, à partir du degré le plus élevé. Le pre- 
mier des deux polynômes précédai ts est complet; le second est 
incomplet^ car le terme en a*b* manque. Un polynôme comptet 
renferme autant de termes, plus un, qu'il y a d'unités dans l'ex- 
posant de la lettre ordonnatrice : car il contient un terme indé- 
pendant de la lettre ordonnatrice, ou de degré zéro. 

Lorsque plusieurs termes du polynôme contiennent la lettre 
ordonnatrice avec le même exposant, on réunit loœ ces t^m^ 
en un seul, en mettant m facteur (M) la puissance de cette 
lettre; et l'on regarde le multiplicateur polynôme que l'on ol^ 
tient ainsi, comme le coefficient de cette puissance. 0& ^aee 
d'ailleurs ce coeffkient dans une parenth^, ou bien on le dis- 
pose en colonne verticale à gauche de k puissance. 

Ex£Mi»LE. Le polynôme 

s'écrira 

(fl2-.2 ab + h')jc^ + (2a3— 46») a?*— (a< +a^b^--¥) a^ + (3a?i!^^— î a&<) a?', 

OU bien 

— 2aM I 



La barre verticale sépare ainsi de son coefficient chaque puis- 
sance de la lettre ordonnatrice. 

44. Exemples de multiplications ordonnées. Dans la pra- 
tique, on ordonne les deux facteurs par rapport à la même 
lettre, s'ils ont une lettre commune; et l'on place le multiplica- 
teur sous le multiplicande, comme en arithmétique. Les pro- 
duits partiels du multiplicande par chaque terme du multipli- 
cateur sont alors ordonnés par rapport à la même lettre; et l'on 
peut facilement placer les termes semblables les uns sous les 
autres, et en opérer enfuie la rédaction. 



a» 


a?^ + 2a» 


x^-a* 


— 2al> 


-45' 


— a'b^ 


+ ^ 




+ b* 
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Exemple L Les deux polynômes sont complets. 

Multiplicande.... 3af*— 5aâ5*— 4a*«'+ 7a*» — 2a* 
llultiplicateur.... 2»»— 5a»»— 3a^ + 4a* 



Produits 1 2«* 6»'— lOao^— 8a%*+14a*»*— 4a<»* 

du 1—50»» — 15a»«+25(^H-Ma?»*— 35«*»*+10a»af» 
multipUc*»]— Sa*» — 9(rtf*-fl5a*»<+12a«»»— îHa»fM- ««ft» 

P« (+4a* +na*»<— 2001'»»— 16«*»*+28a«»— 8a' 

ProdaitfliaipMé. 6»»— 25o»«+ 8aV+ma*»«— 47a<»'— 27a*»^+34a«»— 8a' 

Exemple n. Les polynômes sont incomplets. On laisse des 
intervaUes vides, pour po uvoîr placer les termes semblables les 
uns sous les autres. 

Multiplicande. . . . 5a»-3a<&— 2a^+5* 

Multiplicateur. ... 3o*—5ay+ 2^ 



Produits j 3o»... 15a*— 9o'* — ôa^b^ ^ ^a^i,i 

mulUplicM-Sab'. -25a«l>»+15a*b' +10a*6î^ -5ab' 

pur (+2&*.. +10a^b*— 6a*b« — 4a»b« +»• 

Produit simplifié. 15(»*— 9o'*— 25a«62+19a*b*— 6a*b<+13a*b*-4a'&«— 5ab'+2M 
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ExEiiPLE III. Les polynômes ont des coefficients polynômes. 



Multiplicande 



Multiplicateur 






»»+2a» 


««-a* 


-45» 


-a»b» 




+5* 


a?+a» 


« —0* 


-a& 


+ b3 


-5» 





— 2ab< 



! — o'6 
+205» 

â|a^ j 

I 

â I # 

11-^^ j 

—a» I 

5» I 



a?*+2a* 


aj«-.a» 


»»+3o»b3 


a? 


X 


-4aM 


+a5< 


— 2o'b« 






-2a^h 


+ a<5 


— 3a'b* 






+45* 


+a»63 
—5* 


+2ob* 






+a* 


+2a* 


— a« 


+3a<b3 




— 2o»6 


-4a«5» 


— a<b» 


-2a»^« 




+ a»5» 




4-a'b* 






-a»5 


-2a«5 


+a»b 


— 3a3b* 




+2a»5» 


+4ab* 


4-a»b3 


+2a«b» 




-a53 




— ab* 






— o»5* 


-2a»b' 


+ a<b» 


— Sa^b» 




+ 2a5^ 


+4b* 


+a''b* 


+2ob« 




-5< 




-b« 








—a^ 


-2a« 


+a' 






+2a*b 


+40^3 


+ a»b» 






^a;^}^ 




--a'h* 






+a?¥ 


+ 2a»b» 


-^a^h^ 






— 2ob* 


— 4b« 


--a^h^ 






+ b* 




+ h^ 





— 8o»b3 
+2a<b* 

+ 30^* 
— 2ab' 



Produit 

total 
simplifié 



f <*' 1 


x^+^a* 


«*+o<b 1 


«»— 3a« 


aj»+a' 


(-3a»b 


— 5a^b 


-4a»b^ 


+a*b 


+a'^b» 


\+3ab» 


+2a2b« 


— 2o»b» 


+10a5b» 


+2a<b» 


^— b» 


— 3ab» 


+3ab< 


-3a»b« 


— 6a»b* 


( 


+ 3b< 


+4b» 


+ab* 
-5b« 


— 2a'b'^ 
+ 2ab« 
+ b' 



« — 3a^b' 
+2a«b* 
+3a2b« 
— 2ab' 



On Toit que, dans ce cas, l'opération est plus longue, mais la 
règle est toujours la même : on multiplie toujours tous les ter- 
mes du multiplicande par tous ceux du multiplicateur, et Ton 
opère la réduction des termes semblables. 
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S V. Théorèmes et applications. 
AS. NOUBRE MINIMUM DES TERMES DU PRODUIT. LorsqUe l'on 

multiplie un polynôme par un autre, on vient de voir que le 
produit peut' renfermer des termes semblables, qui se réduisent 
les uns avec les autres. Mais il existe dans chaque produit deux 
termes au moins qui ne se réduisent avec aucun autre. Ce sont, 
lorsque les polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes d'une même lettre, le produit du premier 
terme du multiplicande par le premier terme du multiplicateur, 
et celui du dernier terme du multiplicande par le dernier terme 
du multiplicateur. 

En efTet, un terme quelconque du produit est le produit d'un 
terme du multiplicande par un terme du multiplicateur, et l'ex- 
posant de la lettre ordonnatrice dans ce terme est la somme des 
exposants dont cette lettre est affectée dans les deux facteurs. 
Par conséquent , dans le produit du premier terme du multi- 
plicande et du premier terme du multiplicateur, l'exposant de 
la lettre ordonnatrice est la somme des exposants les plus élevés; 
il est donc plus fort qu'aucun autre. De même, dans le produit 
des derniers termes, l'exposant est la somme des exposants les 
moins élevés ; il est plus faible qu'aucun autre. Les deux termes 
ainsi obtenus ne peuvent donc se réduire avec les autres. • 

Le produit de deux polynômes^ ou d'un polynôme par un monôme ^ 
a donc toujours au moins deux termes. Il peut d'ailleurs ne ren- 
fermer que ces deux-là. * 

Exemple: Multiplicande.... a?' + ar6+»*+«*+«^''+«'+* +1 • 
Multiplicateur ... â; — 1 






Produit simplifié. »» —1 

On voit qu'ici tous les termes se détruisent, à l'exception de 
«* et de — 1, qui sont les produits des premiers termes entre 
eux et des derniers termes entre eux. 

46. Remarque. Si les deux polynômes contiennent plusieurs 
lettres, on pourra les ordonner successivement par rapport à 
chacune d'elles ; et en appliquant la remarque précédente, on 
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obtiendra un certain nombre de termes , qui devront subsister 
sans réduction dans le produit. Par exemple, si Ton multiplie 
les deux polynômes suivante qui sont oi^imés par rapport 
ha, 

les termes a*Xa^ ou a*^ et (—6*) (— afr') ou ab\ seront irréduc- 
tibles dans le produit* Mais si Ton ordonne ces deux pcdynomes 
par rapport à b, 

— a^jp—aV + a^h +û«, 

ce seront les produits {—c?h^ (--a^U^ ou a*6*S et aKa^ ou a", qui 
devront subsister dans le produit* Le terme a^^ se présente, 
comme on voit, de deux manières différentes : et nous trouvons 
seulement trois termes distincts, qui, dans le résultat, ne peuvent 
éprouver aucune réduction. 

47. KoMBRi iiÂxnuTM DES TERMES DU PRODUIT. Le prodm't 
du multiplicande par l'un des termes du multiplicateur contient 
autant de termes qu'il y en a dans le multiplicande. Donc, si le 
résultat n'offre pas de. termes semblables à réduire, k nombre 
des termes du produit total sera le produit du nombre des termes du 
multiplicande par le nombre des termes du muUiplicamjt/r. C'est là 
évidemment le plus grand nombre de termes du résultat. 

48. Produits homogènes. Nous nous contenterons d'énoncer 
le théorème suivant : 

Le produit de plusieurs polynômes homogènes (8) est un poly- 
nome homogène , dont le degré est la somme des degrés des facteurs. 

4B. Thi^orâme. Le produit de la somme de deux nombres a et h 
par leu/r différence est égal à la différence des carrés des deux nom^ 
bres. Ce théorème résulte immédiatement de Tapplication de la 
règle de multiplication au produit de (a-f^) par (a— 6) : il 
fournit la formule 

(a+6)(a — 6) = o«-ft». 
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CSette fœrmnle est importante : elle sert surtout à dicomposir la 
différence de deux earrés en un produit de deux facteurs ^ doni ftm 
est la somme et Vautre la différence des racines.] 

ExsiffLES : 

80. Théorème. Le carré d^un poly§me est égal à la smme des 
carrés de ses différents termes^ plus deua fois la somme de leurs 
produits deux à deux. 

Le théorème est connu pour le binôme : 
(a+5)*=:fl?+2aft+B". 

Il se démontre aisément pour le trinôme (a+6+^)' t^ ^*" 
présentons par s la somme a-f 6 des deux premiers lones; 
nous aurons^ en appliquas^ la formule précédente, 

{a^b'^cY={s+cy=is'+%sc+c\ 

Remplaçant s par sa valeur, et effectuant les calculs, nous 
aurons : 

= c?+2a6+6*4-2ac-f-26(;+£^=a«+&*+c«+2a6+2a(î+26c. 

U est fsidie d'étendre le tkéorème i un polynôme de n 
termes^ 

P=a+è-f c+. ...+*+'• 

Car représentons par s la somme des n— 1 premiers termes; 
nous aurons : 

P=:(a+6 + c+....+ifc+0«=(i+Z)«=5«+25i + i«. 

Si Ton suppose que le théorème est vrai pour le polynôme 5, 
I* renferme les carrés des termes a, d, c... k et kws doubles 
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produits deux à deux ; 2sl renferme les doubles produits des 
termes a^b,c....k par le nouveau terme J, et P est le carré de ce 
dernier terme. Donc P renferme les carrés de tous les termes 
de P9 ainsi que leurs doubles produits deux à deux. Donc, si le 
théorème a lieu pour un polynôme de (n— 1) termes, il sub- 
siste pour un polynôme qui contient n termes, c'est-à-dire un 
terme de plus. Or il est démontré pour un polynôme de trois, 
termes ; donc il subsiste pour un polynôme de quatre termes : 
mais, s'il a lieu pour un polynôme de quatre termes, notre rai- 
sonnement montre qu'il a lieu pour un polynôme de cinq ter- 
mes, et ainsi de suite. Ainsi le théorème est général. 
On formule souvent ainsi ce théorème : 

(2a)«=2a«+22a6, 

le signe 2 indiquant la somme d'une série de termes analogues 
à celui que ce signe précède. 

Le raisonnement que nous venons de faire, k l'aide duquel on 
s'élève d'une formule démontrée pour un cas particulier à une 
formule générale, doit être remarqué : on l'emploie souvent en 
algèbre. 

Lorsque Ton veut effectuer dans la pratique le carré d'un po- 
lynôme, on suit dans le calcul la marche fournie par la démons- 
tration précédente, c'est-à-dire que Ton fait le carré du premier 
terme, le double produit du premier par le second, et le carré 
du second ; puis le double produit de la somme des deux pre- 
miers par le troisième, et le carré du troisième ; puis le double 
produit de la somme des trois pren^iers par le quatrième, et le 
carré du quatrième; et ainsi de suite. D'ailleurs, pour réduire 
plus aisément les termes semblables, on dispose les calculs, 
comme on le voit dans l'exemple suivant, de manière que cha- 
que ligne horizontale soit terminée par le carré d'un terme. 

Soit à effectuer le carré du polynôme 

30^— 4ar'— 5aW-j-2a'a?— a*, 
on aura : 

— 24a«'+16a*r6 

+12a%«^— 16a<««— 20a«a^+4o«flf» 

— 6a<a^+8a>fl^+10a«dg*— 4a^ig+a' 

Carré simplifié. . gaf»— 24a«'— 14a'*«+52a»a?»4-3a«ap*— 12a'ap»+14aV— 4a'»+o* 
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SI. Reicarque. Le carré Sun polynôme contient au moins quatre 
termes qui n'éprouvent pas de réduction. Ce sont, lorsque le poly- 
nôme est ordonné, les deux premiers et les deux derniers. En 
effet, soient a et p les exposants de la lettre ordonnatrice dans 
les deux premiers termes du polynôme, les exposants de cette 
lettre, dans les deux premiers termes du carré, seront 2 a et « + p ; 
or ces deux exposants sont différents, puisque, par hypothèse, 
a>P; et ils sont évidemment supériem*s i ceux dont la lettre est 
affectée dans les autres termes du carré. Donc ces deux termes 
ne sauraient éprouver aucune réduction. On Terra de même, que 
le double produit des deux derniers termes du polynôme et le 
carré du dernier sont irréductibles. 

AésCHB. 

27. Cas divers que présente la multiplication algébrique. — 28. On rap- 
pelle deux théorèmes démontrés en arithmétique : 1» Le produit de plu* 
sieurs facteurs est indépendant de Tordre des opérations; 2<» Pour 
multiplier deux produits Tun par Vautre, il suffit de former un produit 
unique avec les facteurs qui entrent dans chacun d'eux ; et vice versà^ 
dans ce produit unique, on peut remplacer deux ou plusieurs facteurs par 
leur produit effectué. — Règle de multiplication des monômes — 29. Ce 
' qui précède permet de faire le produit d'un nombre quelconque de mo- 
nômes. — 50. Multiplication d'un polynôme par un monôme. —51 . Met- 
tre un monôme en facteur. — 52. Multiplication de deux polynômes à 
termes positifs. — 55. Cas où les polynômes contiennent des termes 
précédés du signe — . — 54. Règle générale de lûuUiplication des poly- 
nômes. — 5^. Expression plus simple des résultats précédents, en re- 
gardant les termes précédés du signe —, comme des nombres négatifs 
cloutés aux termes qui précèdent, et en adoptant d^ conventions con- 
venables sur le produit de deux nombres négatifs ou d'un nombre né- 
gatif par un nombre positif. — 50. Il n'y a pas lieu de chercher à 
démontrer les conventions relatives au produit des nombres négatifs; 
ces conventions sont arbitraires : il y a seulement un avantage de sim- 
plicité à adopter celles que nous avons choisies. — 57. Ces conventions 
ont, en outre, l'avantage d'étendre la formule de multiplication de deux 
polynômes au cas où l'ensemble des termes négatifs l'emporte sur celui 
des termes positifs. — 58. Quels que soient les termes d'un polynôme, 
on peut le considérer comme une sonmie de termes dont quelques-uns 
sont négatifs; on peut^ de cette manière, réduire à une seule les deux 
formules qui donnent le carré d'une sonune et le carré d^une différence. 
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ei eelks qui doimeat Le c^èe d'^ae so«me et le cube d'une différence. 
— 50. Lefr ioFumies ( — a)b=z--ab^ (— «)( — fc)=a6, sont vraies, quels 
que soient les signes des nombres représentés par a et &. — 40. Re- 
marque sur le signe d'un produit de plusieurs facteurs. — 41. Définition 
de la division, quand le dividende et le diviseur ne sont pas tous deux 
positifs. Règles des signes. — 42. Multiplication d'un nombre quelcon- 
que de polynômes; le produit est la somme des produits que Ton peut 
faire, &a prenant pour facteur un terme de chaque polynôme. — 43. Ob 
tpi'oR estend par polynôme ordonné par rapport à une let(k«.-— 
44. Exenfdes de mvttiplications («doiiné». La règle de multipUeation 
est la même; seulement il y a souvent rédw^OQ entre des termes sem- 
' blables. — 4& Oa r^noarque que deux termes au moins du produit ne 
peuvent se réduire. — 46. Quand les polynômes contiennent plusieurs 
lettres, la règle précédente fait quelquefois connaître plus de deux ter- 
mes du produit qui ne peuvent se réduire. — 47. Le nombre des ter- 
mes du produit est au plus égal an produit du nombre des termes du 
multiplicande et du nombre des termes du multiplicateur. — 48. Pro- 
duits homogènes. — 49. Théorème : (a-l-6) (o— t) =a*— 6*. — 
SO. Formation du carré d'un polynôme. — Si. Ce csoré contient au 
moins quatre termes irréductibles. 

EXERGIGIS. 

I. Démontier que U cabe d'un polynôme est égal à It somme des cubes des ~ 
termes, plus trois fois la somme des produits de l'un des termes par le carré 
d'un autre , plus six fois la somme des produits des termes trois à trois ; ou que 

(&<^^=:I a« + 3 £iis& + 6 lUOrc. 

La démcQiBtattion eal anidogue à cdle du a" $#^ 

n. Vériffer la formule 

(a + & + c)(a+6— c)(a+c— b)(5+c— o)=2a'6'+2aV+2W-a<-&<— c*. 

UL Vérifier réc^slité 

+ (ar — cp + d g — hàf + ((w— dp + &r — eqf, 

IV. Si Ton pose a + 5 + c + d=A, 

a-i-5— c— d=B, 

a— b+c— d=C, 

ft— fe— c+d=D; 

et, sd r(m a^eamtoe temps, 

<m propose de vérifier la fbrmule 

AB(A» + B')=CD(C2 4.D2). 
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V. Si Ton pose 

bc— i>*=À, oc— q»=B, a6— r*=rC, 
gr— op=P, |>f— 5^=0, pg— cr=R, 

on propose de vérifier la formule 

(a5c+2pqr—op2_ j,q2_cf«)a=ABc+2PQR—AP»—BQ' — CR». 
VL Si Ton pose A=3o&c— a»d — aB», 

C = a«i -2b*d + 5c», 
D = ad» — 36cd+2c», 

on propose de vérifier la formule 
(a»(P - 3&»(}» + 4ac» + 4<i6* - 6atcd)»= AT)»— SB'C» + UC + 4DB*— 6ABCIX 

Prouver, en outre, que, si Ton fonne des nombres A', F,C,iy, exprimés en 
A, B, G, D, comme ces derniers le sont eux-mêmes e& •, &, e, d^ oa auta : 

VIL Si Ton pose A=5c'+cb'+aa', 

C = ab'+ba'+cc', 
on a les fommk» 

(a + 6+c)(a'+6'+cO=A+B+C, 

=A»+B'+C'— AB-AC-BC, 
(a84.534-(4_3û5c)(a'3 + 5'a+(^— 3a'6'0=A*+B'+C3— 3ABC. 

Les exercices II, III, IV, V, VI, VII , n'offrent d'autre difficulté que la lon- 
gueur des calculs. 

VIU. a, hj e..., A;, T, désisnont des- nombres quelconques, démontrer qu'on 
a la formule 

4-(a+b + c + d + ....+*)î(a + b+c+d+.... + *+0 

On démontre que, si la formule est vraie pour n lettres, elle subsiste quand 
on en introduit une de plus. 

DC. Soient x,v,sr,tt,v, w, desntnabres qsyelconques. Si l'on pose 

X'—y y — X X — u u — y ' v — w . tr— g 

*^— i+S» ^—yTi' ^"";f+u' *'""w+v» *""«+«?' w+»' 
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prouver que Ton a la formule 

(l+m)(l+p)(l + q)(l+r)(l + *)(l + 
= (l-*»)(l-p)(l-9)(l-r)(l-^)(l-l). 

X. Démontrer que 3i/> + Z!fi+6P est égal à la somme de trois carrés. 

XI. Prouver que l'expression 

est une somme de carrés. 
On peut le démontrer, en considérant d'abord 

puis 

XII. Vérifier la formule 

15a?(y»—jS')« + 15y»(»»-ji*)» + 15jJf»(«»-^» 

+a?(2«"— î/»-js»)»+ V»(2y»— «2— jif')»+ js»{2;i»— »2— y«)2 
= 4 («»+ y» + ;j')3— 108x»y'««. 

XIII. Simplifier Texpression 

i(a;(«+l)(»+2)+a?(«-l)(ap-2)]+î(«-l)«(«+l). 

on trouve x(\l^, 

o 

xrv. Vérifier la formule 

XV. Réduire l'expression 

a;(a;+l)(ag+2) x{x+\)(%x + l) 
3 6 



On trouve 




«(aJ + 1) 
2 • 


« 
XVI. Si l'on fait, dans le polynôme, 






a»'+26»v + cy», 


la substitution 






il prendra la forme 




Ax'^ + 2Bx^f/+Cf/i; 


et Ton aura la formule 








B»- 


-AC = (5»— ac)(ap'-paO». 
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XVIL Si Ton fait , dans le polynôme 

la substitution a; = ouc' + py' , 

y=«'a/+py, 
n prendra la forme 

A«'H4Ba;^'+6C«V+4rte'î^+Ey'«, 
etron aura AE— 4BD+3G»=(a«— 4bd+3c*)(aP'— pa')«. 
XYIU. Vérifier les égaUtés 

l + a;»=(l+aî») (l+a;>+a?V3) (!+«»— »v^). 

XIX. Si l'on pose B = 6»+&c+c», C = l^c+&c», 
on aura la formule 4B3— 27C'= (&— c)*(26»+56c+2<ïO'î 
et, par conséquent, 4B*— 270* est toujours positif. 

Toutes les formules X, XII, XIV, XVI, XVII, XVIII, XIX, se vérifient en 
effectuant les calculs : les deux membres deviennent alors identiques. 

XX. Démontrer que , si deux nombres entiers a et b sont tous deux pairs , ou 
tous deux impairs, la demi-somme de leurs carrés est une somme de deux 
carrés. 

On s'appuie sur le théorème (S0). 

XXI. Si a, &, m sont des nombres entiers, et si l'expression a^+2ml^ est un 
carré, démontrer que a^+mb^ est la somme de deux carrés. 

On applique le théorème précédent. 
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CHAPITRE IIL 

DIVISION ALGÉBRIQUE. 

82. Du QUOTIENT. Lorsqu'on a à diviser une expression algé- 
brique A par une autre B, on indique le quotient, en plaçant le 
dividende au-dessus du diviseur, et en les séparant par une barre 

horizontale. On écrit g; et, le plus souvent, il est impossible de 

transformer la formule en une autre plus simple. 

Mais lorsque À et B renferment des lettres communes, il ar- 
rive quelquefois que l'on peut simplifier le quotient; et c'est ce 
qu'on appelle alors effectuera, division. Nous allons étudier l'opé- 
ration à ce point de. vue pour les monômes et les polynômes ; 
nous donnerons la règle à suivre dans chaque cas, et nous étu- 
dierons en même temps les conditions, sans lesquelles le calcul 
n'est pas possible. 

85. La division algébrique présente trois cas : indivision d'un 
monôme par un monôme ; 2* division d'un polynôme par un 
monôme ; 3« division d'un polynôme par un polynôme. 

§ L Division des monômes. 

84. RÈGLE DE DIVISION. Soit à diviser 75a''6Vrf^ par 25a'6c'; et 
supposons qu'il existe un monôme entier qui, multiplié par le di- 
viseur, reproduise le dividende. D'après la règle de multiplica- 
tion (28), le coefficient 75 du dividende doit être le produit du 
coefficient 25 du diviseur par celui du quotient : ce dernier s'ob- 
tiendra donc en divisant 75 par 25 ; il sera 3. D'après la même 
règle, l'exposant 7 de la lettre a dans le dividende -doit être la 
somme de l'exposant 3 de la même lettre dans le diviseur, et de 
celui de celte lettre dans le quotient ; on obtiendra donc ce der- 
nier en retranchant 3 de 7 ; il sera 4. De même L'exposant de b 
sera 3. Comme c entre avec le même exposant 2 au dividende et 
au diviseur,* cette lettre n'entrera pas au quotient; et comme d 
entre au dividende sans entrer au diviseur, elle devra se trouver 
au quotient avec son exposant 5. Le quotient est donc da^b^cP. 
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La méthode est générale; elle conduit à la règle suivante : 

Pour diviser* un monôme entier par un autre : 1*» on divise le 
coefficient du dividende par celui du diviseur; 2*» on écrite une fois 
chacune, les lettres qui entrent au dividende avec wi composant plus 
grand qu'au diviseur; 3« on affecte chacum de ces lettres d'un expo- 
sant égal à la différence de ceux qu'elle possède dam les deux monô- 
mes. Si une lettre n'entre qu'au dividende^ elle entre au quotient avec 
son exposant. 

SS, Conditions de possibilité. Nous avons supposé, pour foire 
le raisonnement, que le quotient existait sous forme d'un mo- 
nôme entier. Or il est évident que cette hypothèse sera vérifiée, 
toutes les fois que le coefficient du dividende sera divisible par celui 
du diviseur; qu'en outre, les lettres du diviseur entreront toutes dans 
le dividende; et qu'enfin l'exposant de chacune au diviseur sera 
au plus égal à celwl dont elle est affectée au dividende. Car si ces 
trois conditions sont remplies, on pourra, en appliquant la rè- 
gle (S4), trouver un monôme entier, qui, multiplié par le divi- 
seur, reproduira le dividende : ce sera donc le quotient effectué. 

Mais si une ou plusieurs de ces trois conditions ne sont pas 
réalisées, il sera impossible d'obtenir le quotient sous forme 
d'un monôme entier. Car, si le quotient existait sous cette forme, 
le raisonnement et la règle seraient applicables, et les trois con- 
ditions devraient être remplies. 

Ce sont donc là les conditions nécessaires et suffisantes, pour 
que la division des monômes entiers soit possible. 

'86. Exposant zéro. D'après la règle que nous venons de donner 
si une lettre a entre au dividende avec l'exposant m et au divi- 
seur avec l'exposant n, elle entre au quotient avec l'exposant 
m — n. Mais la démonstration suppose que l'on a m^n. Si l'on 
a m =n, la lettre a disparaît du quotient, et la règle ne s'applique 
plus. Si toutefois Ton convenait de l'appliquer encore, on aurait 
a*»-~ ou a**; et comme le quotient de «"» par a^ est évidemment 
l'unité, on conserverait à la règle des exposants sa généralité, en 
faisant la conventioi} que a** représente l'unité^ quel que soit a. D'a- 
près cela, 

1b aW(?d^ : 25 a*bc* = 3 a*6 V»# ; 



Digitized by 



Google 



52 LITRE L 

et ce quotient n'est pas altéré par la convention, puisque le fac- 
teur (f=l.On conserve d'ailleurs ainsi, dans le quotient, la trace 
d'une lettre qui, sans cela, disparaîtrait. 

Nous donnerons plus loin de plus grands détails sur cette con- 
vention, qui se lie à la généralisation des exposants. 

S II. Division d'un polynôme par un monôme. 

87. RÈGLE DE DIVISION. Le quotient de la division d'un poly- 
nôme par un monôme n'est jamais un monôme ; car le produit 
de deux monômes est toujours un monôme (28). Ainsi, lo^rsque 
ce quotient existe sous forme entière, il ne peut être qu'un poly- 
nôme. L'opération consiste donc, dans ce cas, à trouver tin po- 
lynôme qui, multiplié par le monôme diviseur, reproduise le po- 
lynôme dividende. Or on a vu (30), que le produit d'un polynôme 
par un monôme est la somme des produits de chaque terme du 
multiplicande par le multiplicateur. Donc le quotient cherché s^ob- 
tiendra en divisant chaque terme du dividende par le diviseur; on 
donnera d'ailleurs à chaque quotient partiel le signe du terme du di' 
vidende qui Va fourni. 

Exemple : 

(36a^cf— 24 aW + 28a''a?*) : 4a'a?»:= 9 aic*— 6a;*+ 7 a\ 

S8. Conditions de possibilité. Si chaque terme du dividende, 
pris isolémmtj est divisible par le diviseur, il est évident que le 
quotient est un polynôme entier, qu'on peut obtenir par l'appli- 
cation de la règle précédente; et la démonstration de cette règle 
prouve, d'ailleurs, que cette condition est nécessaire. 

S m. Division des polynômes. 

69. Il est bien rare que l'on puisse effectuer la division d'un po- 
lynôme par un autre, c'est-à-dire trouver un troisième polynorne 
qui, multiplié par le second, reproduise le premier. Cependant, 
lorsque le dividende et le diviseur admettent une lettre com- 
mune, il arrive quelquefois que l'on peut mettre le quotient sous 
cette forme. Nous supposerons ici, que les deux polynômes sont 
ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même 
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lettre, et nous chercherons, sHl est possible^ à représenter le quo- 
tient par un polynôme ordonné de la même manière. 
Le procédé de diyision repose sur les théorèmes suivants : 

CtO. TnéoRÈME L Si deux polynômes sont ordonnés suivant les 
puissances décroissantes dCune même lettre^ et que le quotient de 
leur division soit égal à un polynôme ordonné de la même manière^ 
le premier terme de ce quotient est le quotient de la division du pre^ 
mier terme du dividende par le premier terme du diviseur. 

En effet, le quotient, multiplié par le diviseur, doit repro- 
duire le dividende. Or, le premier terme du produit de deux po- 
lynômes provient, sans réduction (45), du produit des premiers 
termes de chacun d'eux. Le premier terme du dividende est 
donc le produit du premier terme du quotient par le premier 
terme du diviseur; et le premier terme du quotient résulte, par 
conséquent, de la division du premier terme du dividende par 
le premier terme du diviseur. 

On peut remarquer (41), que le premier terme du quotient 
sera positif ou négatif, suivant que le premier terme du divi- 
dende et le premier terme du diviseur auront ou n'auront pas 
le même signe. 

61. Théorème IL Si Von multiplie le diviseur par le premier 
terme du quotient, et si Von retranche le produit du dividende j on 
obtiendra un reste quiy divisé par le diviseur y donnera pour résultat 
Vensemble des autres termes du quotient. 

Le dividende est égal, en effet, au produit du diviseur par le 
quotient. Si donc on en retranche le produit du diviseur par un 
des termes du quotient, le reste sera le produit du diviseur par 
la somme des autres termes du quotient : cette somme sera, par 
suite, le quotient de la division du reste par le diviseur. 

62. RÈGLE DE DIVISION. Lcs dcux théorèmcs précédents per- 
mettent de faire une division quelconque : car le premier donne 
le moyen de trouver le premier terme du quotient, et le second 
ramène la recherche de tous les autres à une division nouvelle. 
Le premier théorème, appliqué à cette division nouvelle, permet 
de trouver le premier terme du nouveau quotient,. c'est-à-dire 
le second terme du quotient cherché; et le second théorème 
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ramène la recherche des suivants à une troisième division, et 
ainsi de suite. 
De là résulte cette règle : 

Powr divistr un 'polynôme fwr wn auWe : aprk les avoir ordonnés 
suivant les puissances décroissantes d'une même lettre^ on divise le 
premier terme du dividende par le premier terme du diviseur; ce qui 
donne le premier terme du quotient. On multiplie le diviseu/r par ce 
quotient partiely et Von retranche le produit du dividende : cette 
soustraction se fait en changeant le signe de chaque terme à sous- 
traire, et en réduisant les termes semblables. On divise le premier 
terme du reste par le premier terme du diviseur; ce qui donne le 
second terme du quotient. On multiplie le diviseur par ce second 
terme^ et Von retranche le produit du reste. On obtient ainsi un se^ 
cond reste y dont on divise le premier terme par le premier term^e du 
diviseur; ce qui donne le troisième terme du quotient. On multiplie 
le diviseur par ce troisième terme^ et Von retranche ce produit du sC' 
cond reste. On continue ainsij jusqu'à ce que Von trouve zéro pour 
reste. 

Le polynôme, dont on a obtenu ainsi les termes un à un, est 
le quotient cherché ; car en opérant d'après cette règle, on a re- 
tranché successivement du dividende les produits du diviseur 
par les différents termes de ce polynôme; puisqu'il ne reste 
rien, il faut que le dividende soit le produit du diviseur par ce 
polynôme, c'est-à-dire que ce polynôme soit le quotient. 

65. Exemple I. Soit à diviser a?* +6^+^^'"—^^'+^ — 1 P^r 
a?*+a? — 1 : on écrira, comme il suit, le diviseur à la droite du 
dividende, en les séparant par une barre verticale. 

Dividende... af*-f-6a;*4-4af» — ix^+x — 1 [ x^+x — 1 divisem. 

• ^g^— «♦+ a^ • I a5* + 5«^+l quotient. 

1" reste.... 5a?« + 5a;3— 4a^4-a; — 1 

2* rester.... «* +» — l 

— a?' — rc+l 



Le premier terme dti quotient est a^y quotient de la diviâon 
de ic* par a?*. Le produit du diviseur par a;* est x^-^-x^ — a?*; on 
écrit sous le dividende ce produit changé de signe; ce qui réduit 
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la soustraction à faire à une simple réduction de termes sembla- 
bles : et Ton obtient ainsi un premier reste 5^+5a;'— 4a;*+a? — 1. 

Le second terme du quotient est 5a^, quptient de la dirisioa 
de 5a?* par a^. On multiplie le diviseur par 5aj*, ce qui donne 
5a?*-}- si* — hcf\ puis on écrit ce produit sous le premier reste 
en changeant son signe, et Ton opère la réduction. On obtient 
pour second reste (x^-^x — 1. 

Le troisième terme du quotient est 1, quotient de a? para?". 
Si Ton multiplie le diviseur par 1, et qu'on retranche le produit 
du second reste, on obtient pour reste 0. Le quotient cherché 

est donc 

a?»+5a?«+l. 

On doit s'habituer à effectuer à la fois la multiplication de 
chaque terme du diviseur par le terme trouvé au quotient, la 
soustraction du terme correspondant du dividende, et la réduc- 
tion des termes semblables. Le tableau du calcul se réduit alors, 
comme on le voit ici : 

Dividende... a;'^+6a^+4a^-- 4»='+ «— 1 | gp^+op— 1 diviseur. 



!•' reste..., 5»*+5a;^— 4«»+«— 1 | «»4-5a?*4-l quotient. 

2« reste o^-f-o;— 1 



Exemple II. Les coefficients de la lettre ordonnatrice sont des 
monômes littéraux. 
Soit à diviser le polynôme 

15a?— 9a'6— 25a«6"+19a»6»— 6a*6*+13a»ô»--4aW— 5a6^+26» 

par le polynôme 

3rf— 5a6"-f-2^». 

Nous nous contenterons de faire le tableau du calcul. 



l«'Re8te— 9a'6- -f-9a»6»— 6a*6*-f-13fl»6»— 4a^6«— 5a6'4-26«| 5«»— 8a*6-«2o'6*-H6» Q« 

2« Reste -6a»b» -f-13a»6»— 4a«6*-5a6'4-2ô« 

S* Reste -hSa'ô» — 5a6'H-26» 



64. Exemple III. La règle précédente ne suppose nullement 
que les puissances de la lettre ordonnatrice aient des coefficients 
numériques ou monômes. Ces coefficients peuvent être des po- 



Digitized by 



Google 



56 



LIVRE I. 



lynomes (45), sans qu'il y ait rien à changer aux raisonnements 
et à la manière de procéder. 
Soit à diviser 



par 



a?«+{a«— 2c*)a^— .{a*— c*)a?»— a«— 2a*c«— aV 



— 2c2 

4- 2a» 
1«' Reste.... J —c^ 



....[ 



2« Reste. 



a? — a}^(^. 



x^—a' 


«2— a« 


+ c* 


— 2a«c2 




— aV 


«4— a< 


d^—a^ 


+ C* 


—2a'c^ 




^a^c* 


+a< 


aj2-o« 


+aV 


— 2a<c2 




— aV 






diviseur 



— c» I +aV 



I quotient 



Le premier terme du quotient est 5?*, quotient de la division 
de 55* par a?. En multipliant le diviseur par (c*, retranchant le 
produit du dividende, et réduisant, on trouve un premier reste. 
Divisant le premier terme (2a* — c')a?* de ce reste par o^, on ob- 
tient le deuxième terme du quotient (2a' — c*)a^. Multipliant le 
diviseur par ce second terme, soustrayant le produit du reste, et 
réduisant, on obtient un second reste. Le premier ternie 
(a*+aV)aj' de ce reste, divisé par x\ fournit le troisième terme 
a* + aV du quotient ; et le diviseur, multiplié par ce terme, donne 
un produit qui est égal au deuxième reste. Par suite le quotient 
est aî*+(2^'— 0^'+^*+^*^- 

Exemple IV. Le calcul est moins simple, quand les coefficients 
du premier terme du dividende et du premier terme du diviseur 
sont eux-mêmes des polynômes. Il y a alors des divisions par- 
tielles à opérer, chaque fois que Ton veut obtenir un nouveau 
terme du quotient. En voici un exemple : 
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a* 


a;* + 3a* 


x« + a*6 


s»-3a« 


jt'4-a' 


x-3a*b» 


a* 


«»-H2a» 


«•-a« 


— 2ab* 1 


. -3a't> 


— 5a»6 


-4a»6' 


-^a'b 


+ a»b« 


+2a*b* 


-2ab -%b» 


— a«b* 


1 +3ab' 


4-2o'6« 


— 2a'6» 


-*-10 a»6» 


+2a*b» 


+3a'b* 


+b« 


-hb* 




|/~6» 


— 3a6» 


+3a6« 


-3a'b« 


-6a»b* 


-2 Ob' 




î3 


S 


4-36* 


+%6« 


+ ab» 
-5 b* 


— 2a'b» 
-*-2ab* 












x«4-a« 


a:»— 3 a* 


+ b' 
a;*+o' 


X -3 a*b* 






r ^a* 


a 


X'— a' 


«—a» 


1 


.{ -3a»b 


-3a»6* 


H-a*b 


4-a»b* 


-*-2a«b« 


-b 


^ab 


+ b» 


21 -f-2 a«b« 


— 3o«b» 


+7a»6» 


+2a*b» 


-*-3a*b* 




-b» 




S{ -*-a6» 


-t-2ab* 


-t-2o'b* 


— 6a»b* 


— 2ab' 




o» 


i -6* 
V 


+5b* 


-ab» 
-5 b* 


— 2a*b» 
H-2ab* 
+ b' 










— o« 


s»— 2 a* 


j:«+a' 


X —3 a»b» 






2 


+2a«b 


+6a»b» 


+ a'b' 


+2 a*b* 






s< 


^a*b* 


-4b* 


-a*b> 


+3a«b* 






K' 


-+-a«6' 




^a'b' 


-2 Ob' 






et 


-2ob* 




— a'b* 
H-b' 








w 

l'» dttiaion porttelte. . 2« d{«i*ion par<i«JZ«. 




a»-3o«6-+-3o6« 


— b» 1 o«-2ab-i-b« o«— 8a»b-4-2a'b'-h ab»-b« 1 a«— 
— b» 1 a— b — a*b-h a'b'-i- ab'—b* \ a»— 


2ab-i-b' 


- a'6-t-2a6» 


ab--b> 





— a»b«H-2ab»-b^ 

3« division partielle. 










--a»4-2o*b— a»b« + a»b»— 2ai 
+ a'b'— 2 a 



!,*4.5» o*— 2ab-hb« 








^«-Hb» - 


a»-f-b 


1 





On divise cTabord, dans ce cas, a»— 3a«6+3aè'— ^, coefficient 
du premier terme du dividende, par a'— 2a6+ft*, coefficient du 
premier terme du diviseur (première division partielle) ; ce qui 
donne a — b. Et comme a?*, divisé par o^, donne a?*, le premier 
terme du quotient est (a — b)a^. On multiplie le diviseur par ce 
terme, ce qui oblige à effectuer plusieurs multiplications de po- 
lynômes; puis on retranche ce produit du dividende, et on a un 
premier reste. Pour continuer l'opération, on doit diviser 
a* — 3a'6+2a*6*4-û^'^^*> coefficient du premier terme du reste, 
par a*— 2a64-&S (deuxième division partielle) : ce qui' donne 
à^—ab — 6*. Le second terme du quotient est donc {a*^ab — b*)x. 
La multiplication du diviseur par ce terme, et la soustraction 
amènent un nouveau reste, sur lequel on opère comme sur le 
précédent; et l'on arrive ainsi au quotient cherché. 

65. GoNDmoNs DE possiBiLiTé. — Les raisonnements, qui 
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nous ont conduit au procédé de division, supposent essentielle- 
ment que le cpiotient puisse s'exprimer par un polynôme. Or, 
lorsqu'on a à diviser un polynôme par un autre, on ignore le 
plus souvent si cette condition est remplie. Il est donc important 
de déterminer les caractères auxquels on reconnaîtra qu'une di- 
vision est possiWe sous cette forme. Ces caractères se rencon- 
trent dans le procédé même que l'on em^oie. 
En efifet, si une division est possible, 

1° Le premier terme du dividende doit être divisible par le premier 
terme du diviseur, et le dernier terme du dividende par le dernier 
terme du diviseur (4S). 

2° Le premier terme de chaque reste doit être divisible par le pre- 
mier terme du diviseur: car il est le produit du premier terme du 
diviseur par un terme du quotient. 

3*^ Après un certain nombre de divisions partielles successives, on 
doit trouver au quotient un terme qui, multiplié par le diviseur , re- 
produit le dividende partiel qui Va fourni : car on doit obtenir le 
reste zéro. 

Ces conditions sont nécessaires : et si l'une d'elles n'est pas 
remplie, il n'existe pas de quotient sous la forme d'un polynôme : 
la division ne peut s'effectuer. 

Ces conditions sont suffisantes ; car si elles sont remplies, le 
procédé employé fournit évidemment un polynôme, qui, mul- 
tiplié par le diviseur, reproduit le dividende. 

66. CaRACTÈKES auxquels oit RECONNAftr Sr UNE DIVraON PEUT 

ou NE PEUT PAS^ s'effectuek. — Lorsquclcs polynômes sont or- 
donnés, comme nous l'avons st^pposé (59), suivant les puissances 
décroissantes d'une môme lettre, Texposant de cette lettre dans 
le premier terme de chaque reste va toujours en diminuant, 
puisque la réduction des termes semblables feit disparaître au 
moins le premier terme de chaque dividende partiel. Par con- 
séquent, SI Tort continue d'appliquer le procédé de division, on 
arrivera neeessafrementàun reste, dont le premier terme contiendra la 
lettre ordonnatrice avec un exposent plus faible que celui dont elle 
est affectée dam, le premier terme du dimuur. Ou cafeateaeira nai, 
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et la division sera effectuée; ou il ne sera pas nul, et la division 
sera impossible. 

Remarquons, d'ailleurs, que l'on pourra être averti de Tim- 
possibilité de la division, avant d'arriver au reste dont noos 
parlons. Car il pourra se faire, que k premier terme d'wi reste 
antérieur ne soit pas divisible par le premier terme du diviseur^ 

Exemple V. Diviser a?'+5iD*+2a?' par a^-^-x. 

Dividende. . af* + 5ap* + 2ic* I a^+x divlMtrr. 

+4«* + 2a^ I a;» + 4»«--2»+2 quoftient 
— 2a?3 

-2a; 

La suite des calculs amène le reste — 2a?, qui n'est pas divisible 
par a?' : donc la division est impossible. 

Quand une division ne peut pas s'effectuer, il existe un autre 
caractère auquel on peut reconnaître à quel moment on doit 
s'arrêter. En effet, si la division est possible, le dernier terme 
du dividende doit être le produit du dernier terme du diviseur 
par le dernier terme du quotient (43). Il résulte de là, qu'on 
peut déterminer immédiatement le dernier terme du quotient, 
en divisant le dernier terme du dividende par le dernier terme 
du diviseur. Donc, lorsqu'en formant les termes successifs du quo^ 
tienty on en trouvera un de degré moindre que le terme ainsi cal^ 
culéy on pourra affirmer que l'opération ne se termine paSy et 
qu'aucun polynôme ne peut représenter le quotient. Il en sera de 
même; si Von arrive à un terme de mJéme degré que le terme ainsi 
calculé, et qui ne lui soit pas identique. 

Dans l'exemple T, si le quotient existait, le dernier terme de- 
vrait être 2 a?', quotient de 2aj* par x. Or le premier terme 4a?* 
du premier reste, divisé par a;*, donne pour quotient 4a?'. Sans 
aller plus» loin, on peut affirmer que la division ne se termi- 
nera pas. 

67. Division des polynômes ordonnés suivant les puissances 
CROISSANTES d'une LETTRE. Il arrive, dans certains cas, qu'au 
lieu d'ordonnei* Les termes d'un polynôme suivant les puissances 
décroissantes d'une lettrcr on les range de telle sorte, que l'expo- 
sant de cette lettre aille en augmentant depuis le premier terme 
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jusqu'au dernier. On peut faire la division de deux polynômes 
ordonnés de celle manière , et trouver les divers termes du 
quotient, en commençant par ceux dans lesquels la lettre prin- 
cipale a le moindre exposant. La théorie est absolument la 
même que dans le mode ordinaire d'opérer ; seulement, dans le 
cas où la division exacte n'est pas possible, on peut quelquefois 
la continuer indéfiniment, sans que l'opération se trouve jamais 
arrêtée ; et l'on obtient des restes, dont le degré augmente de 
plus en plus, au lieu de diminuer, comme cela avait lieu dans 
le cas des polynômes ordonnés suivant les puissances décrois- 
santes. 

Pour donner un exemple de cette manière d'opérer, repre- 
nons la division effectuée au paragraphe (65), en ordonnant les 
deux polynômes suivant les puissances croissantes de x. 



Exemple VI. Divid** — l-j-o;— 4a^+4ir3 + 6x< + a;* | — l-ffl? + fl^ div 

. — x^+ X* +x^ 



Nous dirons : le dividende étant le produit du diviseur par le 
quotient, le ternie, dont le degré en a? y est moins élevé, pro- 
vient sans réduction du produit des deux termes analogues 
dans le diviseur et dans le quotient (45) ; et, par conséquent, le 
premier terme du quotient est le quotient de la division du pre- 
mier terme du dividende par le. premier terme du diviseur : il 
est+1. 

On démontrera, absolument comme on l'a fait (61), qu'en re- 
tranchant du dividende le produit du diviseur par le premier 
terme du quotient, on obtient un reste 



qui, divisé par le diviseur, fournira les termes qui doivent com- 
pléter le quotient. 

Le premier de ces termes est égal, pour les raisons données 
plus haut, au quotient de la division de —5a?' par — 1, c'est- 
à-dire qu'il est + 5a;*. 
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En multipliant +5^ par le diviseur, et retranchant le résultat 
du premier reste, on obtient un second reste 

qui, divisé par le diviseur, fournira les termes qui doivent com- 
pléter le quotient. 

Le premier de ces termes est égal , pour les raisons données 
plus haut, au quotient de la division de —a?" par — 1, c'est-à- 
dire qu'il est +0;*; en le multipliant par le diviseur, et retran- 
chant le produit du reste précédent , on trouve une différence 
nulle; et l'opération est par conséquent terminée. 

68. Caractère auquel on reconnaît qu'une division ainsi 
ORDONNÉE EST iMPOssiBlLE. Daus l'cxemplc précédent, l'opération 
se termine, et le résultat est identique, comme cela devait être, 
avec celui qu'a fourni la première manière d'opérer. Mais il 
n'en serait pas de même, si nous prenions une division impos- 
sible à effectuer exactement. Soit, par exemple, à diviser 
l-f-a?+a?'+2aî'par l-f-2a7. 

Exemple VII. Dividende l+a?+ a^+2a^ \J+2x diviseur. 

—0?+ ««+2«» I 1— a?+3a?*— 4»'-h... quotient. 
H-3a?2+2a;» 
— 4«' 

En appliquant le procédé ordinaire à cet exemple, on obtient 
des restes successifs, dans lesquels l'exposant de la lettre a?, au 
premier terme, va toujours en augmentant; d'ailleurs la divi- 
sion du premier terme de chaque reste par le premier terme du 
diviseur est toujours possible. Donc le premier caractère d'im- 
possibilité (66) ne se manifestera pas. 

Mais il en existe un autre , analogue au second , qui se pré- 
sente toujours, dans le cas où la division ne peut pas s'effectuer. 
En effet, si la division est possible, le dernier terme du dividende 
est le produit du dernier terme du quotient par le dernier 
terme du diviseur ; par suite, le dernier terme du quotient s'ob- 
tiendra immédiatement, en divisant le dernier terme du divi- 
dende par le dernier terme du diviseur. Or le degré des termes 
du quotient, par rapport à la lettre ordonnatrice, va en augmen- 
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tant Donc, Jors^'cm arriveray en 4q>pliqu(mt le procédé, à placer 
au qiLOtient un terwé de même degré que le terme amsi calculé et 
qui ne lui serait pas identique^ ou bien un terme de degré supérieur ^ 
on pourra affirmer que la division est impossible. 

Dans l'exemple YII^ si le quotient existait, son dernier terme 
serait a?*, quotient de 2ar* par 2a? ; donc, lorsqu'on est amené à 
mettre au quotient le terme 3a;*, on éoii s'arrêta ; la divisicm ne 
saurait s'efifectuer. 

En résumé, on voit que, dans tous ks cas, le procédé même 
de la division conduit nécessairement à des caractères certmas 
de possibilité ou d'impossibilité. 

§ ly. Des divisions qui ne peuvent se faire exactement. 

69. DÉFINITIONS. On dit qu'un polynôme est entier par rapport 
à une lettre a?, lorsqu'il ne contient la lettre x ni en dénomina- 
teur, ni sous le si^ne ^. 

Exemple j 

est un polynôme entier en x. 

Si un polynôme est entier par rapport à une lettre a?, le degré 
de ce polynôme, par rapport à cette lettre, est l'exposant le plus 
élevé dont elle est affectée. Le polynôme précédent est du 3* de- 
gré en X. 

70. Forme du quotient de deux polynômes, en génépul. On 
dit qu'un polynôme, entier en x, est divisible par un autre poly- 
nôme entier en x , quand le quotient peut s'exprimer par un 
polynôme de même forme. Les coefficients peuvent être quelcon- 
ques. Ainsi ax^ — 3 est divisible par x^-^^ï; le quotient est 

Lorsque deux polynômes n'ont pas pour quotient un troi- 
sième polynôme , on dit qu'ils ne sont pas divisibles l'un par 
l'autre. On peut néanmoins, dans ce cas, donner, en général, à 
l'expression de leur quotient, ime forme plus simple que celle 
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qui résulterait de la srale indication de Topératioii. Nous allcms 
démontrer, en ^fet, les théorèmes suitants. 

Théorème I. Si deux polynômes A ei B sont entiers en x (A iUmt 
d'un degré au moins égal à celui ife B), on peut toujours mettre le 

quotient ^ sous la forme d'un polynôme Q, entier en x, augmenté 

dune fraction ç, ayant pour dénominateur le diviseur B, et pour 
numérateur un polynôme R, entier en x, de degré moindre que B. 

On peut, en effet , après avoir ordonné les polynômes A et B 
suivant les puissances décroissantes de x, leur appliquer Je pro- 
cédé de division exposé (62); et comme les coefficients du quo- 
tient ne sont pas astreints à être entiers , on peut continuer 
l'opération, jusqu'à ce que l'on trouve un reste de degré moindre 
que B. On obtiendra ainsi au quotient différents termes, dont 
aucun ne contiendra x en dénominateur* Car les dividendes 
partiels qui les fournissent, sont tous de degré supérieur ou au 
moins égal à celui de B ; et leur premier terme contient , par 
suite, a? à un degré supérieur ou au moins égal à celui du pre- 
mier terme* de B. 

Soit Q l'ensemble des termes obtenus , lorsque Ton parvient 
à un dividende partiel R, de degré moindre que B : R est ce qui 
reste du dividende A, lorsqu'on en retranche successivement les 
produits de B par les divers termes de Q ; il est donc égal à 
A — BQ ; et l'on a, par suite, 

A=BQ + R: 

d'où, en divisant par B les deux membres de la formule, 

le quotient ^ est donc mis soas la forme annoncée. 

71. Théorème II. La transformation précédente ne peut se faire 
que dune seule manière. 

Supposons, en effet, qu'en divisant A par B, on puisse obtenir 

Digitized by LnOOQlC 



64 LIVRE 1. 

d'une part Q pour quotient et R pour reste, et de l'autre Q' pour 
quotient et R' pour reste , Q et Q' étant entiers en a?, et R et R' 
étant de degrés moindres que B; on aurait, par ce qui pré- 
cède , 

A==BQ+R, 

A=BQ'+R'; 
et Ton conclurait, 

BQ+R=BQ'+R', 

formule que Ton pourrait écrire 

B(Q-.Q') = R'-R. 

Or R et R' étant de degrés moindres que B, il en est de même 
de leur différence ; tandis que le degré de B (Q — Q'), par rapport 
à 0?, est au moins égal à celui de B. Donc le second membre est 
d'un degré moindre que le premier; et l'égalité est impos- 
sible. 

72. Exemples. On trouve, par la méthode précédente : 

'" ¥^3 =^^+^+5^=3-5 

19 ,_33 , 
2a;*+3a;'-5a;+7 _2 7^ 7^+7 ^ 

laf+x—l — 7 f 7a!»+a;— 1 ' 

3. »-v/|+^-^ _i.^, 3»+|\/H 

Si le degré du polynôme A était moindre que celui de B, le 
quotient Q serait égal à zéro , et le reste R serait égal au divi- 
dende lui-même. 

Remarque. Quand on applique au quotient de deux polynômes 
A et B la transformation précédente, on donne au polynôme Q 
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R 

le nom de quotient entier^ et au numérateur R de la fraction g 

celui de reste de la division. 

75. Cas ou l'on change la lettre ordonnatrice. Nous avons 
prouvé que, les deux polynômes A et B étant ordonnés par rap- 
port à une même lettre x, le quotient entier et le reste ne peu- 
vent avoir qu'une seule forme (71), Mais, si Ton change la lettre 
ordonnatrice y les mêmes polynômes peuvent conduire à un 
nouveau quotient et à un nouveau reste. Si l'on considère, par 
exemple, la fraction 

en ordonnant par rapport à x, on trouve pour quotient à? — y\ 
et pour reste 2i/*. Si l'on ordonnait, au contraire, par rapport 
à y, on trouverait pour quotient y* — rc*, et pour reste 2a;*; en 
sorte que l'on a : 

§ Y. Différences et analogies entre la division arithmétique et la division 
des polynômes. 

74. Les polynômes, ordonnés suivant les puissances d'une 
même lettre, présentent, avec les nombres entiers, des analo- 
gies qu'il est bon de remarquer. Un nombre entier, comme 
783214, exprime (7 X 10') -f (8 X 10*) + (3 X lO'^) + (2 X 10*) 
+ (1 X 10) + 4 ; et Ton peut l'assimiler au polynôme 

7a;» + 8a;* +-3a^ ^2a? + x+k, 

dans lequel on aurait supposé a? = 10. Les chiffres du nombre 
sont ainsi les coefficients des termes du polynôme. Il ne faut 
pas croire cependant, que toute question d'arithmétique, relative 
à des nombres entiers, soit, purement et simplement, un cas 
particulier d'une question d'algèbre, dans laquelle ces nombres 
seraient remplacés par les polynômes correspondants. 
Al6« él. B. 5 
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Comparons, par exemple, les deux questions suivantes : 
Diviser 783214 par ^21 : 

Diviser 7a;"+8a;*4-3«'+2a?*+aî+4 par aa;^+5J?+l. 

les condBfions des deux problèmes ont entre elles des diffé- 
rences essentielles, qui ne permettent pas de considérer le pre- 
mier comme un cas particulier du second. 

P Les divers chiffres du quotient de la division arithmétique 
doivent être entiers ; tandis que le quotient de la division algé- 
brique peut être un polynôme, entier par rapport à x, dont les 
coefficients soient des nombres fractionnaires. 

2* Les divers chiffres du quotient et du reste, dans la division 
arithmétique, doivent être moindres que 10; tandis que rien ne 
limite la grandeur des coefficients des diverses puissances de x^ 
dans la division algébrique. 

3^ Dans la division arithmétique, le reste doit être moindre 
que le diviseur. Dans la division algébrique, il doit être de degré 
moindre. 

4» Enfin, en algèbre, les résultats obtenus conviennent pour 
toutes les valeurs de x : il n'y a pas de condition analogue en 
arithmétique. 

S VI. Théorèmes et applications. 

HTS. TmioRiMS. Si vn polynôme, entier en x, m orékmné par 
rapport aux puissances décroissantes de cette Imre, le reste deladi- 
vision de ce polynôme par le binôme (x — a) s'obtient en remplaçant 
X par a dwis le polynôme. 

En effet, le diviseur {x — o) étant du premier degré, on pourra 
pousser la division, jusqu'à ce qu'on obtienne un reste de degré 
moindre, c'est-à-dire indépendant de x (70). Soient donc X le 
polynôme dividende, Q le quotient, entier en a?, qui résulte de 
cette division, et R le reste indépendant. On aura identiquement 
lafbrmide 

X = (a?— a)Q+R. 

Or, cette égalité a lieu pour toute vaiew atbiboée à â?; car en 

Digitized by LnOOQlC 



DU CALCUL ALGÉBRIQUE. €7 

multipliant (op— n) par i}, et en lyaatant R ao proéait, 4M dmi 
retremper kieRliqQeiDei^ le poIyRome X, sans qu'il soH néces- 
saire de donner à x une valeur farticolière. On peut donc y 
supposer x=^a. Or, cette hypothèse annule le facteur (a? — a) ; 
cUe donne à Q une valeur déterminée; elle annule donc le pro- 
duit {x — a)Q. D'ailleurs elle ne change pas la valeur de B^ qui 
ne contient pas x : donc, si Ton désigne par Xa la valeur que 
prend X, quand on y remplace x par a, l'égalité se réduit à 

Xa=R. 

CTest ce qu'il fellait démontrer. 

76. Corollaires. 1" Si un 'polynôme X devient nul, qumid on 
y remplace x par a, ce polynôme est divisible par (x — a). Car X« 
étant nul par hypothèse, le reste R de la division est nul aussi. 

2<* Si unpolynoms X est divisible par (x — a), ce polynôme se ré^ 
duît à zèroy quand on y remplace x par a. Car le reste R étant 
nul par hypothèse, îl en est de même de Xa. 

Ainsî,^owr qu^un polynôme^ entier en x, soit divisible par (x — a), 
il faut et il suffit qu'il se réduise à zéro, quand on y remplace x 
para. 

77. Applicatioh. Cette dernière propoàtion est d'uBC grande 
importance^ Bomons-Bous à en signaler quelques conséquen- 
ces : m est, dans ce qui suit, un nombre entier quelconque. 

lo x» — a" est toujours divisible par x — a. Car ce polynôme 
s'annule, quand on y remplace x par a, 

2« X" + s^ n'esî jamais divisible par x — a. Car en y rempla- 
çant X par a, on obtient le reste ^cT. 

30 x™— a" 65^ divisible par x+a, qu,and m estpair^ et ne Vest 
pas y quand m eU impcûr. Ea effet, divisor par â? -f-a« c'est diviser 
par X — (—a) : il faut donc, pôiM* avoir le reste, substituer (—a) 
à X. Le dividende devient alors (—a)"' — a"- Or, w tn est pair, 
ona (40)(— a)*" = a'"; etsim est impair, on a(— a)*"=— a'^. 
Donc le reste est nul dans le premier cm, ^il est — âa"" dans le 
second. 

4» ip» + a?" est âiviéWlô par x + a, qnand m est impair, et ne 
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rest pasj qucmd m est pair. Car, en substituant encore —ahx, 
le dividende devient (— ay + ^*"- Il ^st donc nul, si m est im- 
pair; et il est 2a"', si m est pair. 

78. Loi du quotient de la division d'un polynôme par 
(a?— il). Nous avons fait connaître la loi, d'après laquelle on ob- 
tient le reste de la division d'un polynôme par (a? — a) (75). On peut 
aussi découvrir aisément la loi du quotient. Représentons le polyr 
nome par A^*" + Ato?"*-* + Aia?**-*-]- . • -j- A«_ia?' -f Am-i^? + Am, 
et cherchons à effectuer la division. 



Div**' A«JF«+A,a?"^«4.Aaa:"-^+ . . . +A«.îa^+A«-iaj+A, 



) +At| 

+Aoa' 
S'' R»»; +A,a 

,+A» 



as— a div'. 



+A, I 



a?^+ . . . +A«-aa;»+A«-,a?+A« 



Le premier terme du quotient est A^"^^ En multipliant le 
diviseur par ce terme, et en retranchant le produit du divi- 
dende, on obtient un premier reste, dont le premier terme est 
(Aoa+Ai)a?*"-S et dont les autres sont les termes moines qui 
suivent le second dans le dividende. Le second terme du quo-* 
tient est (Aoa + AJo?'*-* ; pour avoir le premier terme du second 
reste, il faut multiplier par a le second terme du quotient, et 
lui ajouter le troisième terme du dividende : on obtient ainsi 
(Aoa'4-Aia-|-Aj)a?**"*. Par suite le troisième terme du quotient 
est (Aoa*-)- Aia-f- Ai)a?''^. En continuant le calcul, on met faci- 
lement en évidence la loi suivante : 

Le quotient ffvn polynôme, entier en x, du degré m, par (x — a), 
est unpolynome, entier en "X^ du degré (xn — 1). // est ordonné, comme 
le polynôme proposé, par rapport aux puissances décroissantes de x. 
Le coefficient du premier terms est celui du premier terme du divi- 
dende. Pour obtenir le coefficient du second terme, on multiplie le pré- 
cèdent par a ; et Von ajoute au produit le coefficient du second terme du 
dividende. Pour former le coefficient du troisième terme, on multiplie 
-celui que Von vient de former par a, et Von ajoute le coefficient du 
troisième terme du dividende. Et, en général, le coefficient du n*~ 
terme est égal au produit du coefficient précédent par a, produit 
augmenté du coefficient du n*^ terme du dividende. Si le dividende 
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n^est pas un polynôme complet^ il faut rétablir les termes qui man- 
quent^ en leur donnant zéro pour coefficient. 

Exemple. Trouver le quotient et le reste de la division du 
polynôme Zof — 4a;*— 2x* -)- 7 par a? — 2. On écrit ainsi le divi- 
dende 

3a^ — 4a^ + Ox*— 2ic» + 0a? + 7 ; 

on trouve pour quotient 3ir* + 2a^ + 4a?' + 6x + 12, et pour 
reste 31. 

Si l'on applique la loi précédente aux exemples du n« 77, on 
trouve : 

flp— a flp — (i 

s+ a 
si m est pair; 
et î!^^^;^=»*-» — a«— » + oV^3_ + ûr-»«» — a-H» + a»-» — ^, 

si m est impair. 

4* î^i~=:«»->— a«*^ + flftc— 3_ +a— 3a;»-a-»» + a— ', 

si m est impair; 

et ï^^i^=«^» — (u;«--» + a2«*^— — a»-^a^+a*^— a-» + ;^r^» 

«+<* ap + a 

si fn est pair. 

On peut, d'ailleurs, obtenir directement ces formules. 

79. TEDfoRiiiE. Si un polynôme A, entier en x, se réduit à zéro, 
quand on y remplace x par a, ou par b, (m par e, (a, b, c, étant 
des nombres inégauixi)^ U est divisible par le produit 

- (x-a)(x-b)(x-.c). 

' £n effet, puisque A s'annule pour a; = a, il est divisible par 
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{x — a) (7^. Si donc on désigne par Q le qrottent, entier en a?, 
que Ton obtient, on a : 

k = {x — a)Q. 

Cette égalité ayant lieu, quel que soit x^ on peirt y supposer 
a? = 6 ; et elle devient (O^ étant la valeur de Q, dans cette hypo- 
thèse) : 

0=:(6-a)Q,. 

Or, la différence (6 — a) n'est pas nulle, par hypothèse : donc 
Qft =0. Donc Q est divisible par (x—b) (76). Désignant le quotient 
par Q', on a : 

et, par suite, 

A=(a? — a)(a?— 6)Û'. 

Cette égalité ayant lieu, quelque soit a?, on peut y supposer 
x=c\ et elle devient: 

= (c-a)(c-6)Q'^ 

Or, les différences (c — a), {c — h\ ne sont pas nulles: donc Q', 
doit être nul. Donc Q' est divisible par {x—c)\ et, en désignant 
le nouveau quotient par Q", on a : 

Q' = (a?^c)0", 

d'où A=(a? — a) (a? — 6)(a?— c)Q". 

Donc A est divisible par le produit (a? — a) {x — h) (a? — c). 

BBSGMi» 

1^. U arrive le plus ordinairement que, pour indiquer ladirâioQde deux 
expressions algébriques, on se borne à les séparer par une barre hori- 
zontale, saas pouvoir transformer la formule en une autre plus simple. 
— 55. Divers cas de la division des monômes et polynômes. — M.Dî- 
viaion des mofiomesv — £U». Condition» de possik^ité. — M^ «^ est le 
symbole de Tunité. — 2(7. Division d'un polynôme par un monôme.— 
58. Conditions de possibilité. — 59. Division des polynômes. — 60. Si 
deux polynômes sont ordonnés par rapport à une même lettre, et que le 
quotient de leur division soH ^1 à un polynôme de cette forme, on 
peut en trouver immédiatement le premier terme. — 61. Si Ton multi- 
plie Je diviseur par le preimer tanne et quotient, q^eTea reftnncàfl le 
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produit du dividende, on obtiendra un reste qtti, divisô par le diviseorf 
donnera pour résultat Tensemble des autres termes du quotient. — 
62. Les deux théorèmes précédents permettent de faire une division 
quelconque, en admettant toutefois qu'il esitte «i polynôme pouvant 
représenter le quotient. Règle de division. ^ 65. Exemples divers. — 
64. Il n'est nullement nécessaire que les coefficients de la lettre ordon- 
natrice soient numériques ou monômes; exemple. — 6i$. Ck)nditions de 
possibilité d'une division de polynômes» — 66. Caractères auxquels 
oa reconnaît qu'une division peut ou ne peut pas s'effectuer. — 67. Di- 
vision des polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes d'une 
lettre ; les règles sont les mêmes. — 68. Caractère auquel on recon- 
naît qu'une division ainiû ordonnée est impossible. — 69. Ce qu'on en- 
tend par polynôme entier en œ, par degré de ce polynôme par rapport à m. 

— 70. Le quotient de la division d'un polynôme, entier en œ^ par un ait* 

tre de même forme, peut toujours se mettre sous la forme Q + ô 9 Q 

étant entier en a;, et R étant entier en x et de degré moindre que le di- 
viseur B.— 71. Cette transformation ne peut s'opérer que d'une seule 
manière, quand on a choisi la lettre ordonnatrice. Q se nomme le quo- 
tient entier, et R le reste de la division. — 72. Exemples divers. — 
75. Quand on change la lettre ordonnatrice, les mêmes polynômes 
peuvent conduire à un nouveau quotient et à un nouveau reste. — 
74. Différences et analogies qui existent entre la division algébrique 
des polynômes entiers et la division arithmétique des nombres entiers. 

— 7S. Le reste de la division d'un polynôme, entier en a?, par (x — a), 
s'obtient en remplaçant x par a dans le polynôme. — 76. Corollaire : 
pour qu'un polynôme, entier en a?, soit divisible par {x — a), il faut et il 
suffit qu'il s'annule, quand on y remplace a? par a. — 77. Application à 
la division de (a^±a"») par (x±:a), — 78. Loi du quotient de la divi- 
sion d'un polynôme par {x — a). — 79. Division d'un polynôme par le 
produit {x—a)(X'-b){x—c). 



EXERCICES. 

I. Trouver la condition nécessaire et suffisante , pour que (a?*— a") soit di- 
visible par (»»— a"). 

11 ÙLUt et il suffit que m soit divisible par n. 

II. Prouver que le polynôme 

est diîisible par le produit («—y) («— ;r) (y— jï). 
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III. Prouyer que le polynôme 

est divisible par le même produit. 

IV. Prouver que, si m est impair, le polynôme 

(a+& + c)*— «•—&•— c* 

est divisible par le produit (a +b){a+ e) (b + c). 
La démonstration des exercices II , III , IV, s*appuie sur le théorème du n« 79. 

V. Si un polynôme , entier en rr, a pour coefficients des nombres entiers , et 
s'il prend des valeurs numériques impaires, quand on y remplace x par 0>t par 
1 successivement, ce polynôme ne pourra se réduire à zéro pour aucune va- 
leur entière attribuée à x. 

VI. Si dans.rexpression 

(Mfi + Zbsi?y + 3cxy^ + dy» , 

on pose x=aaf+f^y'i y = Y«' + 8t/', 

elle prendra la forme kx^ + ^Baf^ + Zùxfy" + W^ • 

on propose de calculer le quotient 

k^Ifi—m^a + 4AC^ -f 4DB» — 6ABCD 
oM'— 3&'c^ + 4ac' + 4<i&3 — Qabca ' 
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CHAPITRE IV. 

DES FRACTIONS ALGEBRIQUES. 

§ I. Transformation des fractions algébriques. 

80. DÉFINITIONS. Lorsqu'une expression A n'est pas divisible 
par une expression B, on indique le quotient, comme on l'a vu, 

par la forme g. Cette expression porte le nom de fraction aigà- 

brique. Le dividende A est le numiratmr; le diviseur B est le dé^ 
nominateur ; A et B sont les termes de la fraction. 

Une fraction algébrique est plus générale qu'une fraction 
arithmétique ; car les termes de la première ne sont pas, comme 
ceux de la seconde, assujettis à être des nombres entiers. Mais 
nous allons montrer , que les règles de calcul sont communes 
aux deux genres de fractions. 

81. Théorème. On n* altère pas la valeur cCune fraction algi^ 
brîqv^e^ en multipliant ses deux termes par une même quantité. En 

effet, soit ^ la fraction proposée; désignons par m le multipli- 
cateur. Représentons par une seule lettre q le quotient indiqué 
de la division de a par 6 : on a identiquement, d'après la défini- 
tion même de la fraction, 

a=6g. 

Multipliant par le même nombre m ces deux quantités ^aleg, 
on a: 

[am=bqm^bmq; 

et, divisant par bm les deux produits égaux, on obtient Tégalîté 



am 






am a 


bm" 


= 9f 


ou 


bm~b* 



qui démontre le théorème. 

La mime formule prouve^ qu*on ri altère pas la vakur cTtme frac^ 
tion^ en divisant ses deux termes par v/ne même quantité. 
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74 LIVRE I. 

Le principe fondamental étant ainsi le même en algèbre qu'en 
arithmétique, les conséquences seront les mêmes. 

82. SiMPLiFiCATB)» jm% FRAcnoos. Ott Simplifie vm fraction 
algébrique^ en supprimant les facteurs communs à ses deux ter- 
mes (81). 

Lorsque les deux termes sont des monômes, Il est toujours 
facile dé découvrir leurs facteurs communs. Soit, par exemple, 

la firactîon J'' ^ ^ > Le plus grand commun diviseur des coeffi- 
cients est 4 ; quant aux facteurs littéraux communs , on recon- 
naît immédiatement un facteur a, trois facteurs 6, un facteur c, 
et un facteur d. En les supprimant, on obtient la fraction sim- 

Lorsque les deux termes sont des polynômes, on trouve en- 
core immédiatement leurs facteurs monômes communs. Ainsi, 

, , ,. 12a*6* — 8aW .. , ^^ . 

dans la firactîon g,_^ g,^ , on aperçoit le fecteur monôme 

4a'& : si on le supprime, la fraction se réduit à aJTsy * 

Mais il n'est pas aussi facile de découvrir les facteurs polynômes 
qui seraient communs aux deux termes : la recherche de ces 
facteurs se rattache à la théorie du plus grand commun divi- 
seur algébrique, qui appartient à Talgèbre supérieure. Cepen- 
dant il arrive quelquefois, que des caractères particuUers per- 
mefteDt de les ^terminer. Prenons peur exemple la fraction 

g*— gfl»4-4g^— 7<r+4 
a» 4- 5a — 6 

On reconnaît que le numérateur et le dénominateur s'annulent 
pour l'hypothèse a =: 1 : ils sont donc divisibles tous deux par 
(a — 1), Si l'on supprime ce facteur commun, la fraction se ré- 
duit à 
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De même la frwti&mt 

6ac»d»— 186c»d» 

peut s'écrire, en isolant les facteurs monômes communs aux 
termes du numérateur, et les facteurs communs aux termes du 
dénominateur, 

8c«d»(a«— 9&«) . 
6c»(P(a— 36) ' 

et, sous cette forme, (m reconnaît que 2(^<P(a — 86) es! commun 
aux deux termes. La fraction se réduit donc à 

4(f(a + 3 6) 
Te • 

83. RÉDUCTION DES FRACTIONS AU MÊME DÉNOMINATEUR. Otl 

réduit des fractions au même dénominateur ^ en multipliant les deux 
termes de chacune ieUes pa/r le produit effectué des dénominateurs 
de toutes les autres. Ainsi les fractions 

a c 6 g 
V d' V h' 

deviennent, par-cette transformation^ 

adpi cbfh ebdh gbdf ^ 
bdfh* bdfh' bdfh^ bdfh* 

elles n'<mt pas cbaogé de Taleor (81) ; et ^es ont pom* déno- 
minateur commun le produit des dénominateurs primitifs. 

On peut quelquefois obtenir un dénominateur commun plus 
simple que ce produit : car il suffit de choisir, comme en arith- 
métique, une expression divisible par chacun des dénomina- 
teurs particuliers. Lor»fiie ce^ déaomflMÉetfrs sont des mo- 
nômes, ce multiple commun est égal au produit du plus petit 
nnidtipie coBn»ra des oocffickBÉs nmltipttè par te&fKttti»fit- 
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téraux pris chacun avec leur exposant le plus élevé. Soient, par 
exemple» les fractions 

ABC 



le plus petit multiple commun est 1 44 a'6*c'. Les quotients de ce 
monôme par les dénominateurs sont respectivement 126V, 
9a(?y 8a*6'. Les fractions équivalentes sont donc 

A X 126V BX9ac» CX8a«6» 
144aVc» ' 144a^6V 144a»6V * 

Si les dénominateurs sont des polynômes, la recherche d'un 
multiple commun plus simple que leur produit ne peut s'exé- 
cuter, en général, qu'à l'aide des théories de l'algèbre supérieure. 
Cependant il peut arriver , que des considérations particulières 
en fournissent l'expression. Soient, par exemple, les fractions 

36»' 26 (a— 6)' 4a(a+6)' 9a«(a«--6«)" 

Comme a*— 6*==(a-j-6) (a — 6), on voit que l'expression 
36a*6*(a*— 6') est divisible par chacun des dénominateurs; les 
quotients sont respectivement 

12a»(a^6»), 18a«6(a + 6), 9a6«(a— 6), 46»; 

et les fractions équivalentes sont 

24a»(a«— 6») 18a»6(a + ^)* 9a6*(a— 6)« 
36aV(a*— 6«) ' 36aV (a*— 6»)' 36aW (a*— b^ ' 

46«(a»+26>>) 
36a*6»(a« — 6«)* 

S U. Opérations sur les fractions algébriques. 
84. Addition. Lorsque les fractions ont le même dfywminateur, 
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DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 77 

on additionne les mmérateurs^ et Von donne à la somme le dénomi^ 
nateur commun. 

... a . b . c . d a+b+c + d^ 

Ainsi —H — = — i— 1— !— ; 

m ^ m * m * m m 

car les produits par m de chacun des membres de cette formule 
sont égaux (30). 

Si les fractions ont des dénominateurs différents , on commence 
par les réduire au mêm>e dénominateur ; puis on applique la règle 
précédente. 

88. Soustraction, Lorsque les fractions ont le même dénomina- 
teur, on soustrait h second numérateur du premier, et Von donne à 
la différence le dénominateur commun. 

... ah a — 6. 

Ainsi = ; 

mm m 

car les produits par m des deux membres de cette formule sont 
égaux (50). 

Si les -fractions ont des dénominateurs différeras, on les réduit 
Sabord au même dénominateur; puis on applique la règle prêcé-^ 
dente. 

86. Multiplication. On multiplie une fraction par une autre, 
en multipliant les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre 
eux, puis en divisant le premier produit par le second. 

En effet, soit à multiplier la fraction -r par la fraction p. Dési- 
gnons par q et q' les valeurs de ces deux fractions ; de sorte qu'on 
a, par définition : 

a = bq, a'=^b'i]'. 

Multiplions ces égalités membre à membre ; nous aurons : 

aa' = bq.b'q', 
ou (28) • aa'=bVqq\ 
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Divisons irmîtiÉfiiant les deux meaihiies par bV , nous aurons : 

cul' a d 

ce qxii démontre la règle énoncée. 

n résulte de cette régie, que le prodmt d^pïuskwB fracl wm ^st 
une fraction égale au produit des numéralmrs divisé par k produit 
des dénominaiûun^ 



Ainsi t^b'^W' bb'b\,,:' 



et par suite g) ^^. 



87, DnnsiOK. On divise une ft^a^imn par une autre ^ en mulîi- 
pliant lu fraction dividende par la fraction âivise'W renversée* 

SoiU en effet, à diviser la fraction - par la fraction p* Posons 
encore, 

cl divisons ces égalités meroLre à membre; nous aurons ; 

a bq^ 

■ 
Multiplions maintenant les deux membres par ti noas au* 



rons (86) : 



g h' _ bgV 
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au, fâayltfiiiit le seoend nendire (M), 
c'est-à-dire â'^&~?*P' 



ce qui démontre la règle . 

g SL Des exposantinéga^i. 

88. DÉFINITION. On a TU (S4), que le quotient de la division 
de a* par a** est a"^* : mais la démonstration suppose que Ton 
a m>*i. Si l'on a, au contraire, m<^n^ le quotient doit s'écrire 

sous forme de fraction, — . On peut alors supprimer m factem'S a 

communs aux deux termes, et la fraction prend la forme -;;=;;. 

D'un autre côté, si l'on appliquait la règle des exposants au 
cas où l'exposant du diviseur surpasse l'exposant du dividende, 
on écrirait : 

a* : a* = a*"^. 

Par suite, on conservera à cette règle toute sa généralité, si F on 

convient que F expression ar^ représente la fraction -=. 

a 

Nous admettrons, comme définition, qu'wne lettre affectée d'un 

exposant négatif exprime une fraction , qui a pour numérateur 

Vv/nitè^ et pmji/r dénominateur la même lettre affectée du même 

exposant pris positivement. Et nous allons voir, que cette notation 

permet de généraliser quelques théorèmes. 

89. GÉNÉRALISATION BE LA FORMULA DE DÉFINITION 0"**= ~. 

La formule ; 

ayant lieu, par définition, quand m est positif, est vraie, par cela 
même, pour des valem's négatives de m. En effet, si l'on suppose 
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m=--m'^ —m deviendra égal à m'; et les deux membres 

de la formule [1] deviendront a"^ et -z^sa* 0^» par définition , 

ar^ = -^, puisque m' est positif : donc —^ équivaut à —- 
ou à a*' (87), Les deux membres sont donc égaux. 

90. GÉNÉRALISATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LA MUL- 

TiPUCATioN. On a démontré (28), pour les exposants positifs, la 
formule 
[2] arxa'' = ar+\ 

Cette formule est encore vraie, si l'un des deux exposants, ou 
tous les deux, sont négatifs. 

V Supposons d'abord m positif, et n négatif et égal à — n'; nous 
aurons : 

Mais —, = a*^**', en vertu de la règle générale de la division (88). 
Donc 

ou, en remplaçant n' par — n. 

Supposons maintenant m et n négatifs tous deux, et égaux à 
—m' et — n'; nous aurons : 

ce qu'il fallait démontrer. 

91, GÉNÉRAUSATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LA DIVI- 
SION. On a (88), pour des valeurs positives de m et n, la formule 

[3] ; , a"» : a*» = a**-\ 
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Cette formule est encore vraie, si l'un des nombres , m ou n, ou 
tous les deux, sont négatifs. 
Supposons d'abord m =— m', et n positif; nous aurons : 

Si, au contraire, m est positif, et n négatif et égal à — n', on a : 









Si enfin on a, à la fois, m=^m\n=^n', on aura : 

1 1 a^' 
a .a ^a .a _— .^_j^ — a —a . 

La formule [3] est donc vraie dans tous les cas. 

92. GÉNÉRALISATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LES 

PUISSANCES. On a démontré (20), pour les valeurs positives de 
m et de n, la formule 

[4] {àrY=ar\ 

Cette formule est encore vraie, si Tun des nombres m ou n, ou 
tous les deux, sont négatifs. 

Supposons d'abord m positif, et n négatif et égal à — n'; nous 
aurons : 

Supposons ensuite m^=^'--m'^ et n positif; nous aurons : 
Supposons enfin m=— m', n=—n', à la fois; nous aurons : 

La règle est donc générale. 

Alg. él. B. 6 
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§ IV. Théorèmes et applications. 

a a' a" 

85. Théorâbœ. Si plusieurs fractions r^ r?» o*««* sont égaies 

entre elUSf tm-ûbtient vm fraction égals à^hacwm (feUes^ tn divisant 
la somme des numérateurs par la somme des dénominateurs. 

En effet y désignons par une lettre q la valeur commune de 
toutes ces fractions ; un aura, par définition, 

a=6g, a'=iVqj a!' = h"q...; 

d'où, en ajoutant ces égaïïtés membre à membre, et mettant q 
en focteur dans le second membre, 

aJ[.a' + a" + .... = {h + V + V+....)q. 

Par suite, en divisant les deux membres ptar (&+>'+ >"+ ....), 
il vienti 

ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaires. 1® On peut, avant de faire les additions, multi- 
plier les deux termes de chaque fraction par un même nombre 
quelconque. Ainsi 

a_ak ^_^ a^_aV 
Gomme les fractions n'ont pas changé de valeur, on en conclut: 

2^ Si Ton élève chaque fracâ^i au cs^ré, on a, en les suppo- 
sant positives, 

d'où, en extrayuit les radnes carrées des divers membres. 
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Ainsi, si plusieurs fractions sont égales, chacune d^eïïes m égale 
au quotient de la racine carrée de la somme des carrés des numéror 
îeurSf divisée par la racine carrée de la somme des carrés des déno- 
minateurs. 

94. Th^okébie. Si plusieurs fracHonSf à termes positifs, sont iné- 
gales, la fraction formée^ en divisant la sommée des numérateurs par 
la somme des dénominateurs^ est comprise entre laplm grande et la 
plus petite d^entre elles. Soient, par exemple, 
a d d' d" 

Si Ton pose r = ^> d'où a=bq, 

on en CDndat : «'> Vq, 

a'^Vq, 

a''>Vq\ 
d'où, en ajantant 

et, par suite, yÇ^^^^iT^ >?, 

Si^ au contraire,. (m pose ^ =?» 

ou < oT^iVq, 

on aura: (f<^q, 

a'<Vq, 

a<T>q; 
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puis, ajoutant membre à membre, en aura : 

a+a'-\-a"-\- a*<(6+6'+6"+t") q, 
d OUI on tire: ^^^,^^^<g, 



a+a'-^a"+a"' ^ar 






ce qu'il fallait démontrer. 

On démontrera aisément des corollaires analogues à ceux du 
théorème (93). 

RÉSUMÉ. 

80. Ce qu'on entend par fraction algébrique. — 81. On n'altère pas une 
fraction algébrique, en multipliant ou en divisant ses deux termes par une 
même expression. — 82. Simplification des fractions. — 85. Réduction 
des fractions au même dénominateur. — 84. Addition. — 8^. Sous- 
traction. — 86. Multiplication. — 87. Division. — 88. Définition de 
Teiposant négatif; cette notation nouvelle permet de généraliser plu« 
sieurs théorèmes. — 88. Généralisation de la formule de définition 

a-p= —, dans le cas où p est négatif. — 90, 91, 92. Généralisation 

des formules, a~ Xa**=a^'^, «"* I û?* =±0»*-^, (a*»)'»=a"»'», pour des va- 
leurs négatives de m et de n. — 95, 94. Démonstration de quelques 
théorèmes usuels. 



EXERCICES. 



I. Vérifier la formule 



II. Vérifier la formule 

III. Vérifier la formule 
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IV. Vérifier la formule 

Les formules I, II, III, IV se vérifient, en réduisant les deux membres au 
même dénominateur ; on rencontre alors des identités. 

V. Vérifier la formule 

(1 —a?") (1 —g—') (1 —g*-^ .... (1 ^ar-p) 
(1— ap)(l— a?»)..' (1— OP^O 

(!—«) (!—«») (1— of^') 'T"^"'^^ (i-.a;)(l— af») (1-^) * 

On trouye une identité, après ayoir supprimé les facteurs communs. 
VL Vérifier la formule 

1.1.1 



^i-«t)(a— c)(a? + a)^(b— a)(6 — c)(a; + b)^(c— a)(c — &)(aj + c) 

1 

""(» + «) (» + 5)(« + c)* 

lième méthode que pour les quatre premiers exercices. 

vn. Vérifier Tégalité 

m (m— 1). . . .(w— n-f 1) _ (m— 2) (w— 3). . . .(w— n— 1) 
L2.3 f^ "" 1.2.3 n 

(m-.2)(m-3)....(m-n) (m-2)(m-a) ...(m-n+l) 
"^ 1.2.3 (n-1) "^ 1.2.3 (» — 2) 

VIII. Vérifier l'égaUté 

m(fii— 1). . . .(m— n+ 1) 
1.2.3 n 

_ (m— 3)(m— 4)...(w— n— 2) (m— 3)(w— 4)...(m— n— 1) 
"" 1.2.3 n ■*■'* 1.2.3 (n-1) 

(m-3)(m-4)...(m-n) (m-3)(fii-4)....(m-nH-l) 
"^ 1.2.3 (n— 2) "*■ 1.2.3 (n— 3) ' 

Même méthode pour les exercices VII et VIII, que pour Texercice V. 

IX. Simplifier l'expression 

1— îi» 



On trouve 



1 



1— «»• 
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X. Simplifier Texpression 



h + nb+ia + Vlx] 



On trouve 

XI. Vérifier la lïToportion 



1 



l-a;2* 



c 






an- 26 an- 36 a +36 

XII. Réduire l'expression 

g»» a^^ 1 1 

ap"— 1 a!« + l «!•— l"^âF+l* 
et vérifier qu'^e est un polynoaie enticff en ar» 

XIII. Réduire Texpression 

et vérifier que la somme ne contient pas de dénomiinateuss. 

XIV. Prouver que Texpression 

1 +j?'+a?*« + . . . .+aO'-o«» 
estdÎTiaUilapar l + a?+a;2 4-....+»^% 

quand p et n 8«Dt premiers, entre eux. 
On trouve pour quotient 

(1 +a^+a^+. . . .+a^*-*î'') (1 +a^4-»^4-. . . .+«<*-*î*) 

— ap(l +0- +.-.-4- «<^>^ {1 -*-«^4^a^+. . . .+»f*-'>'), 

lé et ^ désignant deux nombres entiers, tels que fcn=:/»p+l (relation qui, 

d'après^tmHiéorômrd'tciâaiétkiue , pctttoyjoap ftTÎrtar fflitnfrrtfliir nombres n 

et p, pnmiMBL entre eux). 

XV» Proorerique leprodiiit 

(a-K^ 1) (aj-u4;— 1) (a-^-- jy. . .^(aCMM.i.^1 

est diviflOde par le pcodut 

On démontre que, si la proposition est vraie pour une valeur de m moindre 
d'une unité, elle est vraie pMW kr lalaus «oaaidérée. 
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CHAPITRE ?. 

JIES lUUCAUX ALGÉBRIQUES. 

S I. Transformations des radicaux. 

a& StoKcnoNS. Ou a ¥a (M) que, pour élever un rnooDine 
entier à la puissance m, il faut élever son coefficient à la puis- 
sance tn, et multiplier par m tous les exposants. Par suite, si le 
coe£Qcient d'un monôme est une puissance m parfaite, et si ses 
exposants sont tous multiples de m, on extrait la racine m de 
ce fnonome, en extrayant la racine m du coeffidetU^ et en divisant 
par m tous les exposants. Ainsi 



Le plus souvent, il n'existe pas de monôme entier dont la 
puissance m soit égale à un monôme donné ; alors on ne peut 
qu'indiquer la racine m à l'aide d'un ^sîgne. On désigne par <7Â 
le nombre dont la puissance m est égah à A. Ce nombre se 
nonune radical, et m est Vindice duTadicaL On donne aussi le 
nom de radical au signe seul "yf» 

luQtBçgàt A est un polynôme^ il n'arrive prescpie janais , que sa 
raeiae m puisse s'exprkoer par un autre polynôme ; d'ailleurs 
les règles qui conduisent à sa valeur, quand elle existe sous 
cette forme, ne se démontrent que dans la seconde partie de 
Faig^re. l^&m l'indiqueroQs, dans Ions Ses cas, par le signe 

96. Des différentes valexjrs de y^A. Si l'on se borne à con- 
sidérer les nombres positfife, ^Â a, d'après notre définition,. une 
valeur unique et déterminée. Hais les conventions faites en 
algèlnre nous obligent, dèsà présent, àW éoimer un sais plus 
ëtendtx. 

B peut arriver qotfre cas. 

!• Si A. est positif, et que m soit pair, la racine m de A a deux 
valeurs égales et de signes c<mt£aire& ib £ffet, si l'on élève à la 
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puissance m le nombre ^A, quel que soit le signe qui le pré- 
cède , on obtient toujours A , puisque le produit d'un nombre 
pair de facteurs négatifs est positif (40), 

Par exemple, y/ï représente, d'après nos conventions, — 2 et 
+ 2 ; car ces deux nombres ont tous deux pour carré le nom- 
bre 4. 

2« Si A est positif et m impair, il n'y a pas lieu, pour te moment^ 
d'attribuer à ^A une signification plus générale qu'en arithmé- 
tique. Ainsi y S = 2. 

3« Si A est négatif et m pair, ^k ne représente aucun nombre 
positif ou négatif; car les puissances paires d'un nombre positif 
ou négatif sont toujours positives (40). 

4« Si A est négatif et m impair, posons A=— A'; alors 

V'A = y— A' = — yV ; car m étant impair , la puissance m de 
— yX' sera —A' ou A (40). Ainsi 

î/Z:8=-^8=-2; 

car le cube de — 2 est — 8. ' 

Ces généralisations sont , en algèbre , d'une grande impor- 
tance ; elles recevront plus tard de grands développements ; mais 
il n'en sera plus question dans ce chapitre. Nous y considérerons 
seulement les racines positives des nombres positifs. 

97. Principe I. Lorsqu^un radical est multiplié par un facteur^ 
on peut faire passer ce facteur sous le radical^ pourvu qu'on V élève 
à une puissance marquée par Vindice. Ainsi 

[1] aVS = V«^* 

Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en élevant ces deux 
expressions à la puissance m, on obtient des résultats égaux. En 
effet, la puissance m d'un produit étant le produit des puissances 
m des facteurs, on a, pour la première expression: 
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D'ailleurs on a, pour la seconde, d'après la définition même, 

La même formule [1] démontre, qu'on peut faire sortir un fac- 
teur placé sous le radical^ pourvu qu'on en extraie une racine mar- 
quée par Vindice. 

98. Principe H. On peut multiplier Vindice et f exposant d^un 
radical par un m^ême nombre , sans altérer la valeur du radical. 
Ainsi 

[2] V^ = "V^- 

Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en élevant ces deux 
expressions à la puissance mp, on obtient des résultats égaux. 
Et en effet, la seconde, élevée à la puissance mp, donne, par défi- 
nition, a'*'. Quant à la première, comme la puissance mp d'une 
expression est la puissance p de la puissance m de cette quan- 
tité (28), on a : 

Les deux résultats sont donc bien égaux. 

La même formule [2] démontre, qu'on peut diviser Vindice et 
V exposant (Vwn radical par un mérne nombre^ sans altérer sa 
vaieu/r. 

99. Simplification d'un radical. Lorsque le radical porte sur 
une quantité élevée à une certaine puissance, on peut souvent 
lui faire subir wie simplification. 

1® Si Vindice de la racine est égal au degré de la puissance^ ks, 
deux opérations se détruisent. On a, en eflel, par définition (93) : 

yâr=za. 

2*» S'il existe u/n facteur commun à Vindice de la racine et à 
Vexposant de la puissance , on peut le supprimer. On a , en 
eflet (98) : 
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2f^ SU H tivuc^ S9US k rcdiccd tm foictewr dont Fûcspesma soit 
multiple de Vindice de la racine, on peut le faire sortir du radical, 
en divisant cet exposant par Vindice. On a, en effet (07) : 

iOO. RÉDUCTION DES RADICAUX AU MÊBŒ INDICI. Soie^ dCfOX 

radicaux 

on peut multiplier l'indice et l'exposant du premier par n, m- 
dice du second ; puis multipËer l'indice et l'exposant du second 
par m, indice du premier (98); on obtient ainsi : 

"V^ et *v/P=^- 

Ces radicaux o&t le même indice; car cet indice est le produit 
des deox indices. 

On réduit donc deux radicaux au même indice, m multipViwnt 
Tindice et V exposant de chacun Hmx pair l'indice de Vautre. 

On réduit de mêm^ plusieurs radicaux au mêm^ indice, en mul- 
tipliant Vindice et V exposant de chaawn deux par k produit effectué 
des indices de tous ks autres. Ainsi les radicaux 

70?, V^, V^> V^y 
deviennent, par cette transformation, 

**V^^5î-, *^P=*«, ***v^^^ *^(f^- 

Ces règles ont beaucoup d'analogie avec celles à l'aide des- 
queïïes on réduit les fractions au même dénomincteur. On peut 
même pousser Fanalogie plus loin, et donner «wr raâictmx 
un indice commun égal au plus petit multiple commwn de kurs 
indices. En effet, soit [a le plus petit multiple commun aux indi- 
ces m, n, p, qj de sorte que Ton ait : 

ir=wwf, tfc=tm', K^=w^, ^^çnf; 

en multipliant l'indice etTexpostnt du premier radical par m\ 
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et ceux d^ satres par n\ p', q\ req>ectiyeBieiit,leffiidieaux 

"^^5=^1 "^bP, 'Vcî^, 75^, 
au yâr^f ^/bPf M&^p V^^'- 

§ IL Opérations sur les radicaux. 

iOl. Multiplication* Lorsque les royaux ont le n^me indice, 
pour faire leur prodmt, on multiplie ks quantités placées sous les 
signeSy et Von affecte le produit du signe commv/a. Ainsi 

[3] V^ Xi^5 X V^ X V5 = y^ôTd. 

Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en élevatnt ces 4enx 
expressions à la puissance m, on obti^it des résultats égaux. 
Car la seconde devient tjhcd, par définMen; et comme la puis- 
sance m d'un produit est le produit des puisswces m des fac- 
teurs (Sd), k premièce expression devient : 

Si les radicaux n'ora pas le même indice, on les ramène à un in^ 
dice commun (iOO), etonapjdique la règle précédente. 

Exemple. On a : 

yêFx Va? X V«^ rsr'V^X'^SS^ X 'Vï'**= 'Va^^*^***^- 

Si les radicaux avaient des coefficients numériques ou litté- 
raux, on en ferait le produit. 

102. DivisioiL Lorsque les radeaux ont le même indice, pour 
diviser le premier par le. second^ an divise les nombres placés sous 
les signes, et Ton affecte le quotient du signe commwn. Ainsi 
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Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en élevant ces deux 
expressions à la puissance m, on obtient des résultats égaux. 

Et, en effet, la seconde devient, par définition, |. Quant à la pre- 
mière, comme la puissance m d'une fraction est le quotient des 
puissances m de ses deux termes (86), elle devient : 



( 






Si les radicaux ont des indices différents, on les ramène au même 
indice, et l'on applique la règle précédente. 

Exemple. On a : 

Si les radicaux étaient affectés de coefficients, on en ferait le 
quotient. 

Exemple. On a : 

105. Puissances d'un radical. Pour élever un radical à une 
puissance, on élève à cette puissance la quantité placée sous le ra- 
dical. Ainsi 

Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en élevant ces 
deux expressions à la puissance m , on obtient des résultats 
égaux. Et, en effet, la seconde devient, par la définition, a*'. 
Quant à la première, comme la puissance m de la puissance p 
d'une quantité est égale à la puissance j)m ou à la puissance mp 
de cette quantité, et réciproquement (29), elle devient : 

{(Vâ-)'|-=(V^r =(;'^r= }(-^5=)-}''=(a-)»=a-. ' 
Après l'opération, on simplifie le radical, s'il y a lieu (99). 
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Si le radical avait un coefficient, on rélèverait à la mémo 
puissance. Ainsi 

104. Racines d'un radical. P<yur extraire une racine dCm\ 
radical^ cm multiplie Vindice du radical par rindice de la racine ^ 
et Ton simplifie ensuite le résultat, s'il y a lieu. Ainsi 



[6] 



V;/5==7?. 



Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en élevant ces deux 
expressions à la puissance mp, on obtient des résultats égaux. 
Et, en effet, la seconde devient alors, parla définition, a«. Quant 
à la première, comme la puissance mp d'une quantité est égale 
à la puissance m de la puissance p de cette quantité, elle de- 
vient : 

$ III. Des exposants fractionnaires. 

i08. DÉFINITION. On a VU (98) que, pour extraire la racine p 
d'une quantité a*^, dont l'exposant est multiple de llndice, 
il suffit de diviser l'exposant par l'indice. Ainsi ^â*^=a*. 
Mais, si la division n'est pas possible, la règle ne s'applique plus, 
et la racine p de a** s'écrit alors v^*"* Si, toutefois, on appli- 

quait encore la règle précédente à ce cas, on devrait écrire a^ . 
On conservera donc à cette règle toute sa généralité, si l'on con- 

' m 

vient de représenter le radical ^a* par le symbole a^. 
Nous admettrons, comme définition, qu'une lettre a affectée 

d^unea^osant fractionnaire —, représente un radical^ qui a pour 

exposant le numérateur m, et pour indice le dénominateur p. Et 
nous allons voir que cette notation nous permettra d'énoncer 
plus simplement les résultats précédents. 
Mais avant d'en montrer les avantages, nous ferons remar- 

m 

quer qu'elle n'implique pas contradiction; et que l'expression a^ 
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conserve la même valeur, si on y remplace l'exposant — par une 

fraction égale -7. Ainsi, si Ton a, 

m m 

m ^ 

on a aussi, a^z=.a^', 

c'est-à-dire, en vertu de nos conventions. 

Or cette dernière égalité est évidente : car, en réduisant les 
deux radicaux, au: même indice» ils deviennent 

1^ et 'T^î 
et l'on voit qa'& ont alors le même exposant, puisipie l'égalité 
— = -7 entraîne l'égalité mp' = m'p. 

106. GÉNÉRALISATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LA 

MULTIPLICATION. On a démontirè f28), pour les exposants en- 
tiers, la formata 

[1] a'^Xar=(r-^\ 

Cette fonmde est«ncore vraie, si l'un des exposants m ou n, ou 
tous les deux, sont fractionnaires. 

Supposons d*abord m frttctionnaire et ègti i ~ , n restant 

entier; nous aurons, d'après: la définition et le principe I (97) t 

a« X or =A« X û'*= J^ Xfl" = )lji^>:A^=^êF^ f 
or, &ï w^ffiiqpasA notre w»ireiK(ion i cette dem^reexpreraim, 

a « on a* ; 
t ?+, 
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Si maintenant les deux facteurs ont des exposants fraction- 
naireSy 

p r 

on aura : 

arxa'^a^'Xa'=)/^X ^= V«^X V^= V^^ xa^=^'cF^ ; 

or ce dernier radical peut s'écrire, k l'aide de nos conven- 
tions, 

a «• ou o» *; 

donc a«xa*=^fi« •. 

. 107. GÉNÉRALISATIOM DE LA RÂCLB DES EXPOSANTS POUR LA 

DIVISION. On a (88), pour des valeurs entières de m et de n : 
. [2] a'^ia^'zzzar'*. 

Cette formule est encore vraie, âimoun^ ou tous les deux, sont 
fractionnaires. 

Supposons d'abord m=- et n entier; nous aurons : 

or ce dernier radical peut s'écrire, d'après nos conventions, 

a « on a« ; 
donc flp» : 0^ = a« , 

Supposons ensojle m e^xtisr^ et f^=^t il vieadra : 

et, comme ce dernier radical peut se mettre^ d'après nos con- 
ventions, sous la forme 



—2 

a « 011 « *f 
on en conclut : a^iu^ss^ K 
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Supposons enfin w = -, n = - ; il viendra : 

p r 

et, comme ce dernier radical s'écrit, d'après nos conventions, 

a «• ou a«"*, 
on en conclut : cÂ:d*=^ a« •. 

108. GÉNÉRALISATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LA 

FORMATION DES PUISSANCES. On a démonlré (29), pour les valeurs 
entières de m et de n, la formule 

[3] (a-)*=a«*. 

Cette formule est encore vraie, quand m ou n, ou tous les deux, 
sont fractionnaires. 

Supposons d'abord m=-jn entier; on a : 

et comme , d'après nos conventions, 

on en conclut : ya"^ ) =:a'^ . 

Supposons, au contraire, m entier et n = -; on a : 

donc {aryi = a ^ 

Supposons, enfin, m=^yn=^i nous aurons : 

donc / MJ JxJ 
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109. GéMÉRALISATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR L'EX- 
TRACTION DES RACINES. On a VU (iOS) que, pour des valeurs en- 
tières de m et n y on a la formule 

formule démontrée quand m est divisible par n, formule de 
convention quand la division n*est pas possible. 

Cette formule est encore vraie, quand m ou n, ou tous les deux, 
sont fractionnaires. 

Supposons d'abord m entier, et n=^; nous aurons : 

or, d'après nos conventions, '\/cl^ s'écrit : 

a*« ou a« ; 
donc \ a'=a'^ . 

Supposons , en second lieu, m^^^ n restant entier. La ra- 
cine, d'indice -, de la quantité a* y est le nombre dont la puis- 
sance - est égale à a". Désignons ce nombre par x^ de telle 
sorte que 

ou, ce qui est la même cbose, 

Élevons les deux membres à la puissance q; puis extrayons des 
résultats la racine p; nous aurons successivement : 

donc ^ fy— »:? 

Alg. él. B. 7 
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p _ 

Supposons enfla m =^, n^t» y a% est Jaquaittilé a^ dmrt 
q s 

la puissance - est égale ha*; on a donc : 

ou, ce qui est la même chose» 

Elevant les deux membres à la puissance g, puis extrayant des 
résultats la racine p, nous aurons successivement : 

«J r p 

x^^s/a"^^ x=^ùr^ = a^* = â*"^\ 

p 

donc Va*=a»«*. 

410. GÉNÉRALISATION DANS LE CAS OÙ LES EXPOSANTS FRACTION- 
NAIRES SONT NÉGATIFS. Nous avous supposé, daus ce qui précède^ 
que les nombres m et n sont positifs. Les diverses formules que 
nous, avons générc^kées sont encore vrai^, lorsqu'on donne 
aux exposants fractionnaires des valeurs négatives, pourvu que 

Ton convienne de représenter par le symbole a « l'expression 

— (88), ou, ce qui est la même chose, Texpressîon -= (108). 



En effet, si, pour toutes les valeurs positives, entières ou frac- 
tionnaires de m, on a toujours la formule 

ar^ = — • 
or' 

les t'aisonnements qui nous ont servi, dans le chapitre précé- 
dent (8*' à 9^, à étendre les formules' anrcas oè les «ipo^ 
sants sont entiers et négatifs, s'appliquent, sans modfficationr, 
aux cas où ces exposants «ont fractionnaires et négatifs. 

Remarquons que la formule [2] (IW) n'est vraie, quand on a 
m<n^ qu'autant qu'on adopte la nouvelle convention que nous 
venons de faire. 
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Une seule généralisation reste à faire , dans le cas de l'extrac- 
tion des racines.. On vient de démontrer (t09), pour toutes les . 
valeurs positives de m et de n, entières ou fractionnaires , la 
formule 

[4] 7a*» = a". 

Cette formule est encore vraie, quand m ou n, ou tous les deux, 
sont négatifs. 

Supposons d'abord n négatif et égal à —n'y m restant positif; 
on a: 

or, d'après nos conventions, cette dernière expression s'écrit : 

ni' 
a*", ou a-**'***; 

donc yâ-^ = ar^' ••. 

Supposons ensuite m négatif et égal à— m', n restant posi- 
tif; "^/^ô* est une quantité a?, dont la puissance (— m!) est égale 
à a*. Ainsi 

ar^'^a^y ou ^ = a% ou aî-»'=-=a-», 

^^^ — « 
et, par suite , x =Va'"* = a** = a" •-"' ; 

donc " y/a" = a* •" ••'. 

Supposons enfinm=— m', n=—n';^\/cr^esi la quantité a?, 
qui, élevée à la puissance (-r-w'), reproduit a"*^. Ainsi Ton a : 





ar«'=a-'. ou JL=j.,; 


d'où 


a!«'=o"'. 


On tiivdè ft : 


« _ y cT' _ a"* — (r "* ; 


donc 


-7a-"'=a— '. 
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En résumé y toutes nos formules pour la multiplication , la 
division, l'élévation aux puissances et l'extraction des racines, 
sont générales : elles s'étendent à toutes les valeurs positives ou 
négatives, entières ou fractionnaires, des exposants* et des in- 
dices. 

S IV. Applications. 

111. Rendre rationnel le dénobunateur d'une fraction. 
Lorsque le dénominateur d'une fraction contient un ou plu- 
sieurs radicaux, il est souvent utile, principalement au point de 
\ne des approximations numériques, de le débarrasser de ces 
radicaux, de le rendre rationnel. Nous en donnerons quelques 
exemples. 

l'» Soit -n; on multiplie les deux termes par Jâ; et l'on a : 

va 

m m y/g 

2<> Soit - ^ ^ ; on multiplie les deux termes par Va— \/6 : 

\/a + v^6 

le dénominateur devient la différence de deux carrés, et Ton a : 

m _ m(v/â — y/^ ) _ m(\/a — \/b) 

3® De même : 

m __ m(y/â+s/b) 
y/a—y/h'^ a— à 

4*» De même encore : 

m -m(flqpv/6 ) 

a±:^b~ o}—b • 

5^ Soit -7= ,-. . ,- ; on multiplie les deux termes par 

yja — v^+vc 

v/â — v^— v/^î alors, en considérant yfâ—^b comme une 
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seule quantité 9 on voit que le dénominateur est encore le pro- 
duit d'une somme par une différence; et Ton a : 

m mjjja — s/h — y/c) ___ m{</â — ^b — y/c) ^ 

y^ — ^S-^-^c {)fâ — v^6)' — c a + 6 — c — Sy^ôè* 

et le dénominateur ne contenant plus qu'un seul radical, on est 
ramené au quatrième cas. 

IfYh 

6*» Soit encore -= -= ;= ; on considère le dénomi- 

nateur comme composé de deux termes (v/a — \Jb) et (c— yjd) , 
et l'on multiplie par leur différence. On a ainsi : 

m m(v/â — v/6 — g-f"V/^) 

yja — v^^+c — yfd a-^-b — SLyJab — c' — d-f-2c\/rf 

m(v/â — y/fe + y/d — c) 

""(a + ft— c*— d) — 2v^+2cv/rf' 

et le dénominateur ne contenant plus que trois termes, la solu- 
tion est ramenée au cinquième cas. 

7<> Soit maintenant 17= — 57=. Onsaitque(a+p)(a'— ap-f p«) 
ya-j- sjb 

=a»-)-p«. On multiplie donc les deux termes par v^^— i^â6+v^^, 
et l'on a : 

sjl+'fb «+^ 

8* De même : 

;/â-;/b^ a-b 
» 

BÉSUMÉ. 

9S. Ce qu'on entend par un radical. 5- 96. Distinction des différentes va- 
leurs de ^X* ^^ °^ s'occupe ici que des racines positives des nombres 
positifs. —97. On fait passer un facteur sous un radical, eh élevant ce 
facteur à la puissance marquée par l'indice. — 98. On n'altère pas la 
valeur d'un radical, en multipliant ou en divisant son indice et son expo- 
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flant par un même Boodsre* — 09. StmpliieatiMi d'im taxiical. — 
iOO. Réduction des radicaux au même indice. — iOI.4dultipltcatia& 
des radicaux. — i02. Division. — 103. Élévation aux puissances. — 
i04. Extraction des racines. — 403. Ge qu'on entend par puissance 
fractionnaire d'une quantité : la convention n'implique pas contradic- 
tion. — 106, 107, 108, 100. Généralisation des règles relatives aux 
exposants, dans le cas où ces exposants sontfractionDaires. — liO.Oé- 
néralisation dans le cas où les exposants fractionnaires devi^went né- 
gatifs. — 111. Marche à suivre pour rendre rationnel le dénominateur 
d'une fraetiim. 

JSKffiHQlOES. 

I. Simplifier l'expression 

n»— ^+(y^— 1) v^f?^— 2 
tt?-^â»+(»'— 1) V'^^+a* 

On trouve '^ \ =.. 

(n-1) v/n+2 

II. Vérifier que la valeur 

annule Texpression {x^-\-3px+2q^ 

quels que soiemi^'et g. 
m. VédiierrégaHté 

Il suffit d'élever au carré les deux membres, pour.obtenir.une identité. 

IV. Vérifier Tégalité 

Il suffit d'effectuer le carré indiqué au premier membre, pour obtenir l'i- 
dentité. 

V. VéiifieraiégaUté 

Onjiose . f+«=a, f^c=h, 

etcon subsUtue. 
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VL Réduire Texpression 

On trouve Ax vfe' — J . 

VII. Simplifier Vexpression 

X — yv^ 
On trouve IcTy' ' 

VIII. Simplifier l'expression 

On trouve (a' +6») 2. 

IX. Que devient Texpiession 

1— ox TT+ba; 
. l+ax V 1— b»; 

quand on y fait ^^ayT''^ ^ 

Elle devient égale à l'unité. 

X. ûue devient Texpression 

quand on y fait 2u = aj + -, 2t?=y+-? 

EUejievient-égale-à - +2* 

XI. Que devient Texpression 

jdans la même liypothèse? 

Elle devient égale à *^ "*" icy * 

XII. Que devient Texpression 

a+Vl+«* ' 

quand on y fait x = i ^y f^ V 5 j ^ 

Elle devient égale à a+h. 
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XIII. Que deyient l'expression 

quand on y fait « = ^^-r ? 

Elle deyient égale à &. 

XIV. Que devient l'expression 

i21 



quand on y fait a?= (-^r)^ 



0» «=r^=^^^T 



Elle devient 



{7^' 



v+p 



dans le premier cas, et y , ) 

dans le second. 

XV. Si Ton représente l'expression 

1.2.3....* 



W 



(^+l)(* + 2)(;f + 3)....(*4-fc)"' 
par la notation ' f{^f^)f 

Texprcssion 

n"*xAfc,^)Xf(fc,J>-^)xr(fe,X-|)x....Xf(fe,X-^) 

est indépendante de x. 
Nota, f (*,X— -] représente l'expression (a), quand on y remplace x par 

*— £ : de même f(nfc,n;ï) représente l'expression (a), quand on y remplace k 

par nk eXx par nx. 

En faisant les substitutions et les réductions, on trouve, pour valeur de la 
45econde expression, 

n«.(1.2.3....fc)« 

k^ .1.2.3....nk 
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DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



CHAPITRÉ PREMIER. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX RELATIFS AUX ÉQUATIONS 

CONSIDÉRÉES ISOLÉMENT, 

§ I. Définilions. 

1 12. ËGAUTÉ. Deux quantités séparées parle signe = forment 
une égalité. 

itS. Identité. On nomme identité l'expression d*une égalité 
qui a lieu entre deux quantités numériques, ou entre deux for- 
mules, indépendamment de toute valeur particulière attribuée aux 
lettres qu*elles renferment. 

Exemples. 5 = 5,8 = 7 + 1, 

(a? + y)* = aj*+2an/ + j/*, 

a'*Xa*'=û"^V 
sont des identités. 

114. ÉQUATION. On distingue plus spécialement, sous le nom 
à'èquationy une égalité qui ri a lieu que pour certaines valeurs par^ 
ticulières des lettres qu'elle renferme, et qui peut, par suite, servir 
à la détermination de ces valeurs. 

Exemple. 3a? — 13=: 15 — a? 

est tine équation : elle n'a lieu que pour la valeur particulière 
a?=7. 

Une équation a deuxmemftre^; ce sont les deux expressions 
séparées par le signe =. Le premier membre est à gauche, le ' 
second est à droite du signe. 
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Les lettres, dont certaines valeurs particulières transforment 
réquation en identité, se nomment les inconnues de Téquation : 
et ces valeurs particulières sont les solutions ou les racines de 
réquation. On représente ordinairement les inconnues par les 
dernières lettres de l'alphabet, x^ y, z.... 

Résoudre une équation, c'est déterminer ses racines. On dit 
que les racines d'une équation vérifient cette équation, satisfont 
à cette équation, parce qu'elles la transforment en identité* 

La résolution des équaticms est la partie la plus importante, et, 
d'après quelques auteurs, le but véritable de l'algèbre. 

115. Équations ÉQUIVALENTES. On dit que deux équations, qui 
renferment les mêmes inconnues , sont équivaientesy lorsqu'elles 
admettent les mêmes solutions. 

On peut toujours substituer aune équation une équation équi- 
valente. 

116. ÉQUATION A UNE OU A PLUSIEURS INCONNUES. Qu dktiugUe 

les équations d'après le nombre des inconnues qu'elles renfer- 
ment : ainsi on a des équations à une inconnue Xy à deux in- 
connues a? et 2/, à trois inconnues x, y, z, et ainsi de suite, 

117. Degré d'une équation. Lorsque les deux membres d'onB 
équation sont des expressions rationnelles et entières par rap- 
port aux inconnues qu'elle renferme, le degré de réquation est la 
somme des exposants des. tHéommÂôs dans le terme oii cette somme est 
la plus grande. 

Exemples. 3a?— 7 = 8 — 2a? 

estJOBecécpiatiflii.dUfjnTiTuer degré à une ioeonnuea?; 

kxy — 3a? = 2— "52/ 

est une équation du second degré à detBc.incdnanffi ic, y. 

% II. Principes. 

118. Théorème L On peut ajouter une mime quantité awodeux 
membres ÏÏtme équation, sans altérer les conditions qtidk impose 
aux inconnues : en d'autres termes, on forme, par cette «ddition, 
une équation équivalente à la première. 
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Pour le prouveç, .£eprésentoi]£ par A jet JB les deax membres 
de cette équation , 

£1] A=B,; 

et ajoutons aux deux membres la m'ême quantité m; nous 
aurons^ 

[2] A'+m=iB + m. 

Toute solution de l'équation [1] donne, par hypothèse, à A et 
à B, des valeurs numériques égales : donc ù l'on. ajoute à ces 
valeurs la valeur numérique correspondante de m, on obtient 
des nombres égaux. Or ces nombres sont les valeurs numériques 
des deux membres de l'équatioa [â]. .Donc .tttite diûkuLoaQ <ile 
l'équation [1] vérifie l'équation [2]. 

Réciproquement, toute solution deTéquation [2] donne à 
(A + m) et à (B + m) des valeurs juimériques-éga(le&: donc si 
l'on retranche de ces valeurs la valeur numérique correspon- 
dante de m, les restes sont égaux^. or ces restes sont les valeurs 
numériques de A et de JB. Donc toute solution Âe i'iquation [2] 
vérifie l'équation [1]. 

Les deux équations sont donc équivalentes. 

it9. Bemaivque. m désignant un nombre x[uelconque qui 
peut être positif ou.négalif, nous.n'iyoutûns rien à/la généralité 
ib l'énoncé précédeiU, en disant.: on peuty sans aUénr la^ignifi' 
cation d'une équationy augmenter ^ûu.DiMmusRJfl^.dâUâ; membres 
d'un même nombre, 

120. Corollaire L Transposition des termes. On peut tou- 
jours faire passer un term^ quèkonque d'une équation d'un membre 
dans fautrçy jpourvu que Von change son signe. 

En effet, si le nombre m est égal et de signe contraire à l'un 
des termes de l'équation, il le détruira; et ce terme disparaîtra 
du membre i où il^e trouait, pour rqpHarâtre dans fmtre avec 
un sigoie difféient 

Exemple. Soit l'équation 
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en ajoutant (—a?) aux deux membres, on obtient : 

2=5 — 3a?— a?; 

et le terme a? est passé, comme on voit, d'un membre dans l'au- 
tre, en changeant de signe. 

121. Corollaire II. On peut changer simultanément les signes 
de tous les lermss (Tune équation. Car cela revient à transposer 
tous les termes du premier membre dans le second, et tous les 
termes du second dans le premier. 

Exemple. Soit l'équation 

3 — a?=15 — 2a?; 
transposons tous les termes ; nous aurons : 

2a? — 15 = a? — 3, 
ou, ce qui est la même chose, 

a? — 3 = 2a?— 15; 

et tous les termes de l'équation ont, comme on voit, changé de 
signe. 

122. Théorème II. On peut multiplier les deux '^membres d*une 
équation par une même quantité, sans altérer les conditions qu'elle 
impose aux inconnues j pourvu que la valeur numérique du multi-^ 
plicateur ne soit pas nulle. On formcj par cette multiplication, une 
équation équivalente à la première. 

Pour le prouver, soit l'équation proposée : 

[1] A=B; 

multiplions les deux membres par m; nous aurons : 

[2] Am=Bm. 

Or toute solution de l'équation [1] donne à A et à B des valeurs 
numériques égales : donc si l'on multiplie ces valeurs par la va- 
leur numérique correspondante de m, qui n'est pas nulle, les 
produits seront égaux. Or, ces produits sont les valeurs corres- 
pondantes des deux membres de l'équation [2] : donc, puisqu'ils 
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sont égaux^ toute solution de Féquation [1] est solution de l'équa- 
tion [2], 

Réciproquement, toute solution de l'équation [2] donne des 
valeurs égales à Am et à Bm : donc, si Ton divise ces deux nom- 
bres par la valeur correspondante de m, qui tCest pas nulle^ les 
quotients sont égaux; et comme ces quotients sont les valeurs 
numériques de A et B, toute solution de Féquation [2] est solu- 
tion de Féquation [1]. 

Ainsi, les deux équations sont équivalentes. 

iS5. Remarque. Puisque Fon peut multiplier les deux mem- 
bres d'une équation par un nombre quelconque, on peut aussi 
les diviser par un nombre quelconque; car diviser par m, revient à 

multiplier par -• Il faut seulement que le nombre m, par le- 
quel on divise, ne soit jamais nul. 

i24« Remarque importante. Le principe précédent suppose 
essentiellement, que le multiplicateur m soit différent de zéro : 
les équations [l] et [2] ne sont équivalentes qu'à cette condition. 
Et en effet, la seconde peut, si Fon transpose tous les termes 
dans le premier membre, se mettre sous la forme : 

[2] (A— B)m=0. 

On voit que toute solution de Féquation [1], rendant A égal à 
B, ou A— B égal à zéro, vérifie encore Féquation [2]. Mais la 
réciproque n'est plus vraie, si m peut être nul; car alors Féqua- 
tion [2] pourra être vérifiée , sans que A devienne égal à B. 

ExEBiPLE. Soit Féquation 

[1] 3— a?=15— 2a?. 

Multiplions ses deux membres par (a?— l); nous obtiendrons la 
nouvelle équation : 

[2] (3— a?)(aî— 1)=:(15 — 2a?)(aî— 1). 

La solution a?=12,* qui vérifie la première, vérifie évidemment 
la seconde. Mais la valeur a?= 1, qui annule le multiplicateur 
(x—l), satisfait à la seconde, puisqu'elle rend nuls ses deux 
membres; et cependant elle ne vérifie pas la première. 
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Ainsi la muhipli(Mkm (ks'dmc^mefr^res d^une équa^mt par un 
facteur, contenant les inconnues, peut introduire des ^oZw^torw-ÉTRAN- 
©ÈRES. Ces sohUUms introduites sont celles de réquation qu'on obtiens 
drait^ en égalant à zéro lemultipUcaiém', comiiw on le-voit dan» 
Texomple précédent: Par conséquent; lorsqu'on aura été^obligé 
de multiplier les dè?ox membrcypamn par^ fadeur, on devrai 
après avoir résolu Técpiation résultante, étudier les solutions^ 
obtenues, et rejeter comme étrangères celles qui annuleraient 
le facteur, sans vérifier l'équation proposée. 

Il résulte de là, qu'en divisant les deux membres par wae expres- 
sion contenant les inconnues , on s'expose à supprimer une ou plu- 
sieurs solutions : mais les solutions ainsi supprimées sont celles de 
réquation qu'on obtiendrait en égalant à zéro le diviseur. Par con- 
séquent, lorsqu'on aura été obligé de diviser les deux membres 
par une pareille expression, on devra résoudre non-seulement 
l'équation résultante, mais encore l'équation auxiliaire obtenue 
&n égalant; le diviseiir à zéro, et étudier les solutions de cette 
dernière pour les rétablir, si elles ont été réellement sapprinîées. 

Si le nmltiplicateur ou le diviseur m, sans contenir les in- 
connues, est une expression littérale, la transformation est per« 
mise; mais il faudra éviter, dans la suite de» raisonnements, 
les hypothèses qui rendraient cette expression égale à zéro. 

12S. Corollaire. Évanouissement des dénominateurs. Lors- 
qu'une équation renferme des termes fractionnaires^ on la ramènù. 
à la Jorm/e entière^ en multipliant tous les termes par le produit des 
dénominateurs, ou même par le plus petit multiple commun à tous 
ces dénominateurs : et Ton obtient ainsi, en général, une équa- 
tion équivalente à la première. Cette règle est la conséquence 
évidente du théorème II et des principes sur les fractions. 

Exemple I. Soit l'équation 

[1] 2 = l + x^l + 



X ' * a?4-I * 

mullipli(Hi& les deux membres par la produit ic(a? -f 1) ; nous aa- 
ronsu : 

2^(a?+ l)=a? + 1 +(0?— 1) (0?+ l)a?+3'a?, 

ou [2] 2>c*+2a?=ar-fl+a;«— a?+aar. 
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Il faut remarquer, toutefois, que le fadeur a?(a?+ 1), égalé à 
zéro, damie pmr solutioitô x=^0, x=: — 1« G& sout les seules 
solutions que la multiplication ait pu introduire. Or, elles ne 
vérifient l'équation [2] ni Tune ni Tautre : donc les deux équa- 
tions [1] et [2] sont équivalentes. 

Exemple IL Soit Téquation 

1.1 1 



[1] 



x^a^^x-{-a a^ — a*" 



On voit ici qu'il suffira de multiplier les deux membres par 
x*—a*; car ce dénon»iialeurestdiYisitde£parIe«autres<léiionH«- 
nateursa?4-û et a?— a. On a ainsi : 

[2] x + a-{-x—a = \. 

Comme l'équation, a? — a*=0, n'a pour solutions que a?=-f-a 
et a? = — a, lesquelles ne vérifient l'équation [2] ni Tune ni 
l'autre, les équations [1] et [2] sont équivalentes. 

Exemple IIL Soit encore l'équatioa 



[1] 1' , — , 

*■ -■ 0?— 1 1 — 0? 

sirmrmidtiplieles deux membres par x — 1, on a : 

[2]^ 0?.— 1 — a?=— 1 —6x+6. 

Cette (fernière équation admet pour sautions 6 et 1 : mais le 
nombre 6 vérifie seul l'équation [l]; et la valeur a?=l, qui an- 
nule le multiplicateur x—l^ doit être rejetée. 

126. Théorème III. Lorsqu^on élève à u/ne même puissance les 
deux membres cFv/ne équùiion, onintroduk^ en général^ des solu^ 
lions étrangères. 

En effet, soit l'équatioa 

Q] A=». 

Sî Ton élève les deux membres au catré, on a : 

[2] A«=B*. 
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On voit que toute solution de la première est solution de la se- 
conde. Mais celte dernière, pouvant s'écrire sous la forme 

A«— B«=0, 
ou (A— B)(A+B)=0, 
renferme à la fois les solutions des deux équations, 

A— B=0, 
A-fB = 0. 
Elle est donc plus générale que la première. 

De même Téquation Ar=W^ 
peut s'écrire A*» — B* = 0, 

ou (A— B){A«-* + BA«-« + B»A«-»....+B«-*) = 0. 

Elle admet donc, outre les solutions de l'équation [1] qui annu- 
lent le premier facteur, celles de l'équation 

A«-i +BA— • -h B*A*«-»-|-. . . . + B*-«=0, 

qui annulent le second facteur. 

Lors donc que Ton est obligé, pour résoudre une équation, 
d'élever ses deux membres à la même puissance, il faut, 
après avoir résolu l'équation résultante , étudier les solutions 
obtenues, et rejeter comme étrangères celles qui ne vérifie- 
raient pas l'équation proposée. 

Exemple. Soit l'équation 



[1] v^9— a?=a?— 9. 

Si, pour la résoudre, on élève les deux membres au carré, on a : 

[2] 9— a?=a;*— 18a?+81. 

Or, on peut reconnaître que celle dernière équation est vérifiée 
par a? =9 et par x=S. Mais, si la valeur a? =9 convient à l'équa- 
tion proposée, la valeur x=S ne convient pas, et doit être re- 
jetée. 
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On se rend compte de ce résultat, en remarquant que Téqua- 
tion [2] n'est pas seulement le carré de Téquation [1]; elle est 
aussi le carré de Féquation 

laquelle admet pour solution x=Q. 

RÉSUMÉ. 

il2. Définition de Tégalité. — 115. Définition de ridentité. — 114. Dé- 
finition de l'équation; membres de Téquation; inconnues. Ce que c'est 
que résoudre une équation. — ii^. Ce qu'on entend par équations 
équivalentes. — ii6i Équations à une ou plusieurs inconnues. — 
117. Ce que c'est que le degré d'une équation. — 118. On peut ajou- 
ter un même nombre positif ou négatif aux deux nombres d'une équa- 
tion, sans altérer les conditions qu'elle impose aux inconnues. — 
119. On ne dit rien de plus, en disant que l'on peut retrancher un 
même nombre des deux membres d'une équation. — 120. Règle pour 
la transposition des termes. — 121. On peut changer simultanément 
les signes de tous les termes d'une équation. — 122. On peut multi- 
plier les deux membres d'une équation par un même nombre, sans alté- 
rer les conditions qu'elle impose aux inconnues, pourvu que le multi- 
plicateur ne soit pas nul. — 125. On peut aussi les diviser par un même 
nombre. — 124. Si le multiplicateur ou le diviseur renferme les incon- 
nues, l'opération peut introduire ou supprimer des solutions ; marche à 
suivre pour corriger l'erreur commise. — 125. Règle pour l'évanouisse- 
ment des dénominateurs. — 126. Il n'est pas permis d'élever à la même 
puissance les deux membres d'une équation; marche à suivre pour 
supprimer les solutions étrangères ainsi introduites. 
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RÉSOLUTIOIV DE L'EQUATION A UNE INCONNUE. 

S I- Règle pour résoudre Féquation. 

127. Exemples. Les principes, exposés dans le chapitre pré- 
cédent, suffisent pour résoudre une équation du premier degré 

à une inconnue. Donnons-en quelques exemples. 

Exemple h Soit rï^quatiou 

[1] 3ir-^-f=|f+2i+13. 

Où chasse d'abord les dénoniinaleurs (I2i*\ en multipltant les 
deux membres par 84^ qui eslleurpîus petit niulLiple commun. 
L'équation 

[£] 252a?— 112 — 21a; r3;2Ûaî-l-168x-I- 1092 

est équivalente à la prc^mière; car le multiplicateur est numé- 
rique (122). 

> On Aiit ensuite passer dans un membre les termes qui con- 
liennenl l^inconnue, et dans l'autre ceux qui ne la contiennent 
pas (120) : on obtient ainsi 

252ar—21:r — 2Û.r—'l6Sa?= 1092 + 112, 

0% en réduisant les termes dans chaque membre, 

[3] 43aî=12Ô4, 

équation équivalente àTéqualion [2], d'après le principe (H8). 
Enfin on divise les deux membres par 43 (122), et Ton ob- 
tient l'équation équivalente 

Or, cette dernière équation est vérifiée^ quand on y remplace 
X par 28 : et elle n'a pas d'autre solution. Donc l'équation [1] 
adm_et la solution 28, et nVn admet pas d'autre. 

On vérifie la solution, en remplaçant a? par 28 dans Téqua- 
tion [1]; les deux membres deviennent égaux à 75 1, 
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Exemple IL Les coefficients peuvent être algébriqties. Soit 
l'équation 

On multiplie tous les termes par a(a + b)\ plus petit multiple 
commun des dénominateurs : l'équation nouvelle 

[2] (ra+b)b^{a+b)x + a'b' 

est équivalente à la première, pourvu que Ton ne fasse pas ulté- 
rieurement rhypolhèse a = 0, ou Thypothèse 6 = ^ a, dont 
chacune annule le multiplicateur (124). 

On fait passer les termes inconnus dans un membre et les 
termes connus dans l'autre. L'équation 

= 3oc(a+^^)'^+6(a + &/a?— (2a+fc)6«(a + i)a? 

est équivalente à la seconde. 

Puis on met x en facteur commun dans le second membre, ce 
qui donne : 

a'i^+3a»6(î(a+6)*={3ac(a+6)»+6(a+6)»--(2a+i^)6*(o4-i^)}a?, 

et l'on divise les deux memlM'es par le coefficiei^ de a?. On a 
aîjasi une nouvelle équation : - 

^•' ^'~3ac(a + 6)» + 6(a + 6)«~.(2a-f.6)^^(a+6)' 

qui sera équivalente aux autres, si quelque hypothèse n'annule 
pas le dénominateur. 

Or, le numérateur est égal à a*6{a6-f- 3 c (a +6)*}, Les deux 
dernier» termes du dénommateur j>euvent s'écrire 

b{a-\-b) {(a4-i>)»-6(2a + 6)}. 
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OU , en réduisant, 6 (a + 6) a*. 

Donc le dénominateur s'écrira : 

3ac(a+&)» + a*6{a + 6), 
ou, en mettaiit a(a+2)) en facteur commun, 

a{a + b)\àb + Sc{a+by\. 

Donc enfin la valeur de x peut s'écrire : 

a'b\ab + Zc{a+by\ 



^'^a{a+b){ab + 3c{a + by\' 
ou, en supprimant les facteurs communs, 

ab 

Comme le dénominateur de la formule [4] devient nul , soit 

•pour a=0, soit pour 6==— a, soit pour c = — . 4,mi > ^^ 

faudra s'abstenir, dans les applications, de ces trois hypothèses. 
On vérifie aisément, que la solution trouvée satisfait à l'équa- 
tion [1]. 

i28. RÈGLE GÉNÉRALE. Ou couclut dc CCS raisonnements la 
règle suivante : Pour résoudre une équation du premier degré à 
une inconnue^ V on chasse les dénominateurs; 2° on transpose dans 
un membre les termes qui renferment V inconnue y et dans Vautre 
ceux qui ne la contiennent pas; 3* on réduit dans chaque membre 
les termes semblables; 4*» on divise le terme indépendant de Vinconnue 
par le coefficient de cette inconnue. Le quotient est la valeur de 
l'inconnue , sous la réserve des restrictions que nous avons 
énoncées. On vérifie d'ailleurs cette valeur, en la substituant 
dans l'équation proposée, qui doit se transformer en identité. 

^ IL Équations qui se ramènent au premier degré. 

Une équation, qui n'est pas du premier degré, peut, dans cer- 
tains cas, le devenir, à l'aide de quelques transformations. Nous 
en donnerons quelques exemples. 
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129. L'équation est irrationnelle. 
Exemple I. Soit l'équation * 

[1] . V^4+i = 4 — v^. 

Si Ton élève les deux membres au carré, il vient : 

[2] 4 + a? = 16~8v/i+a?, 

ou, en faisant passer les termes inconnus à gauche, les autres 
à droite, et supprimant ceux qui se détruisent, 

[3] 8v/5=12, ou 2v/i = 3. 

Élevant encore au carré, on a : 

[4] 4a? = 9, 

d'où [5] x = ^. 

Gomme toute solution de l'équation [l] vérifie toutes les sui- 
vantes qui en sont des conséquences, et que l'équation [5] n'ad- 

9 
met que la solution a?=:r, il est clair que l'équation [1] n'en 

saurait admettre d'autre. Mais il n'est pas certain que cette va- 
leur satisfait effectivement à cette équation : car on a, par deux 
fois, élevé l'équation au carré, opération qui peut introduire des 
« solutions étrangères (126). Il est donc nécessaire de vérifier la 
solution trouvée par une substitution directe. Or, en remplaçant 

9 
X par-, le premier membre de l'équation [1] devient : 



9 , /25 5 



et le second 4 — v^=4 — i/j=4— -=-. 

La vérification réussit donc; mais elle était indispensable. 

* Dans cette équation, V^+sôeX >fx désignent des nombres positifs : nous 
laissons de côté, pour le moment, la double valeur qu'on peut leur attribuer. 
Il en sera de même dans le reste de ce chapitre. 
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. Exemple II. Soit encore I*éQualk>n 



[1] v^— V^— v^l — a?=l. 

Pour faire disparaître un des radicaux, on V isole dans un mem- 
bre, en écrivant 

[2] V^a? — v^r=^=v^i — 1, 

et Ton élève au carré les deux mâmbres; il ykièl : 

[3] a? — v/l— a? = a? — 2v/^-fl, 

ou, simplifiant et changeant les signes, 



[4] vT^=^=2v/5— 1. 

Élevant de nouveau au carré, on a : 

[5] 1 — a?=4a?— 4v/i + l, 

0U| simplifiant et transposant, 

[6] 4\/5=:5a?. 

Élevant au carré pour la troisième fois, nous ayons : 

[7] 16a? = 250?', 

équation que Ton peut écrire , en mettant tous les termes dans 
le premier membre , 

[8] ir(16 — 25a?)=0. 

Pour qu'un produit de deux facteurs soit nul, il faut et il suffit 
que Tun des facteurs soit nuL Les solutions de l'équation [8] 
sont donc : 

aj=0, 0/== — • 
' 25 

Uéquation [1] n'admet pas d'autre solution que cdles4à. Pour 
savoir si elle les admet effectivement, faisons la substitution di- 
recte. La valeur x = donne : 
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16 
25^ 



16 

ce qui ne signifie rien ; et la valeur a? = — donne : 



Vas V 25 V25 '' 



00, réduisant, - — - = i, " 

ce qui n'est pas vrai. Ainsi aucune des deux solutions ne con- 
vient à l'équation [1]. 
Il est facile de voir, que la valeur »=0 vérifie Féquation 



v/5-f-Va? + v^l— a?=l; 

1 fi 
que la valeur x=-^ vérifie l'équation 

\/x -f- Va?— Vl— x=: I; 

et que ces équations conduisent toutes deux à la même équa- 
tion [7], en suivant la même marche que pour l'équation pro- 
posée. 

150. Exemple III. L'équation ne renferme l'inconnue qu'à 
une certaine puissance ; alors elle peut êlre considérée comme 
étant du premier degré, si l'on prend cette puissance pour l'in- 
connue. Soit l'équation 

On multiplie tes deux membres par le produit (l + 2a?) (1 — 2a?), 
OU" par (1 — 4a?*) ; il vient : 

[2] a(l — 2a?)+a(l + 2a?) = 26(l— 4a?*), 

ou, effectuant les multiplications, et supprimant les termes qui 
se détruisent, 

[3] 2a = 2D — 86a;*. 

Digitized by LnOOQlC 



120 LIVRE If. 

Si Ton considère o? comme rinconnue, cette équation est du pre- 
mier degré, et on en tire : 

151. Exemple IV. L'équation ne renferme l'inconnue que 
sous un radical ; elle est du premier degré, si l'on prend ce ra- 
dical pour inconnue. Soit 

ax — 6* \/a^ — 6 

rn —=z ' ==c. 

^ ■' yjax + h c 

Comme le numérateur de la première fraction est divisible par 
son dénominateur, l'équation peut s'écrire : 

[2] y/aa? — 6 — .2— ^ — = c, 

ou, en chassant le dénominateur, 

[3] c yj'âx — cb — v/aa?+ & = c*, 

équation du premier degré, si l'on prend pour inconnue le ra- 
dical v/^' On a, en transposant les termes : 

[4] (c — 1) v/ô^ = c* 4- c6— h. 

Et par suite, 
r..-, /— (? + ch — b , , c» 

£53 ^ax= y_^ =^+c-irT' 

Élevant celte équation au carré, et divisant ensuite par a, on a : 



§ m. Solution de quelques problèmes. 

Nous donnerons, dès à présent, quelques exemples de l'utilité 
des équations dans la solution des problèmes. 
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152. Problème L Trouver V escompte en dedans d'un biUet de 
1500 fr. payable dans 5 mois, le taux de VinlérU étant 6 pour 100 
par an. 

L'escompte en dedans d'un billet est Tînlérét de sa valeur ac- 
tuelle. Désignons cet escompte par x ; on remettra au porteur 
1500— a?; et il faudra que cette somme, placée à 6 pour 100 
pendant 5 mois, rapporte un intérêt x. Or, 100 fr., rapportant 
6 fr. en 1 an , rapportent en 1 mois 0^50, et en 5 mois 2',50; 
1 fr., dans le même temps, rapporte donc 0',025 ; et (1500 — x) 
rapportent (1500 —a?) x 0,025. On doit donc avoir l'équation : 

(1500 — a?) X 0,025=^=0?, 

ou, en effectuant les calculs, 

1500 X 0,025 — 0,025a? = x, 

équation du premier degré, d'où l'on tire : 

^_1^00XM25_ 

^= 1,025 -"^^>^^^— 

On remettra au porteur du billet l'excès de 1500 fr. sur l'es- 
compte, ou 1463',41. 

155. Problème II. On a deux lingots d'argent^ dont les titres 
sont 0,775 et 0,940 ; quel poids doit-on prendre de chacun d'eux 
pour former 25^' drainage^ au titre de 0,900 ? 

Soit X le nombre de grammes que l'on doit prendre dans le 
premier lingot : 25 — x sera le poids que l'on devra prendre 
dans le second. 

Le poids de l'argent contenu dans x grammes du premier 
lingot est a? X 0,775. 

Le poids de l'argent contenu dans (25— a?) grammes du se- 
cond lingot est (25 — a?) X 0,940. 

La quantité totale d'argent contenue dans l'alliage est donc 

X X 0,775 + (25 —a?) 0,940. 

D'un autre côté, puisque le titre de l'alliage est 0,900, la quan- 
tité totale d'argent, que les 25»' d'alliage contiennent, [doit être 
égale à 25 X 0,900 ; on doit donc avoir : 

X X 0,775 + (25 — x) 0,940 = 25 X 0,900, 

équation du premier degré, dont on déduira x = Os'jOôOe. 
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Donc on doit prendre r 

du premier lingot 68',0606, 

du second lingot 18«',9394. 

154. Problême III. Paris et Rouen sont distants de 137 kilo- 
mètres. Le charbon coûte à Paris 4 /r. 25 les cent kilogrammes^ et à 
Rouen 4 fr, 75 ; les frais de transport étante par tonne et par kilo- 
mètrCy de 0',09, quel est le point du chemin, pour kquel il y a avan- 
tage égal à faire venir le charbon de Vune ou de l'autre ville? 

Soit X la distance du point cherché à Paris ; (137 — a;) sera sa 
distance à Rouen. 

Une tonne de charbon, achetée à Paris, coûte 42', 50. 

Les frais de transport de cette tonne à la distance x sont > 
a? X 0,09. 

Le prix de revient d'une tonne achetée à Paris est donc 

42,50 + a? X 0,09. 

Une tonne, achetée à Rouen et transportée à la distance 
(137 — x), coûtera de môme 

47,50 + (137 — or) 0,09. 
On aura donc : 

42,50 + 05X0,09 = 47,50 + (137 — a?) 0,09, 
équation du premier degré, d'où Ton tirera : 

5? = 96^2777.... 
donc, distance de Paris au point cherché. . . 96^278, 

distance de Rouen., 40^^,722, 

prix de la tonne. ........ \ .^ 51^16*^. 

155. Remarque sur la mise en équation des problèmes. 
Mettre rni problème en équation, c'est exprimer, par une ou plu* 
sieurs équations , les conditions imposées par son énoncé aux 
quantités inconnues. Il est impossible de donner, pour y ar- 
river, une règle complètement générale. Nous nous bornerons, 
pour le moment^ à l'indication suivante. 
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En examinant avec soin l'énoncé d'un problème , on verra 
presque toujours qu'il s'agit, pour le résoudre, de rendre cer- 
taines quantités égales entre elles. Après avoir reconnu quelles 
sont ces quantités, on cherchera les formules qui en expriment 
les valeurs ;*et, en égalant ces formules^ on obtiendra les équa- 
tions demandées. Reprenons, par exemple, les trois problèmes 
traités plus haut. 

Problème I. Trouver l'escompte de 1500 fr. payables dans 
cinq mois, c'est trouver une somme qui, placée pendant cinq 
mois et augmentée de ses intérêts pendant ce temps, devienne 
égale k 1500 fr. 

Problème II. Allier de l'argent à 0,775 avec de l'argent à 
0,940, de manière k former 25 grammes d'alliage à 0,dOO, c'est 
faire en sorte que la quantité totale d'argent contenue dans les 
25 grammes d'alliage soit égale à 0,900 x 25. 

Problème III. Il faut faire en sorte que le prix d'une tonne de 
charbon, transportée de Paris au point cherché, seit égal au prix 
d'une tonne, transportée de Rouen au même pohit. 

Remarque. Dans presque tous les pr^èmes rdali£i à àes 
nombres, la mise en équation n'est, pour ainà dire, que la tra- 
duction, dans la langue algébrique, de l'énoncé proposé en 
langage ordinaire. Il peut arriver cependant que l'énoncé ne 
paraisse pas pouvoir immédiatement se traduire en formule; 
mais, en s'attachant au sens plutôt qu'aux paroles, on ne trou- 
vera presque jamais de difficulté sérieuse. Nous reviendrons sur 
la mise en équation, quand nous nous occuperons spécialement 
des problèmes du premier degré. 

nésuMË. 

127. Résolution de Téquatioa du premier degré à une inconnue; divers 
exemples. — 128. Règle générale. — 129, 150, 151. Exemptes d'é- 
quations qui, n'étant pas du premier degré, arrivent à l'ôlre par quel- 
ques transformations, soit en élevant les deux membres au carré, soit 
en changeant d'inconnue ; il faut remarquer que, lorsqu'on a élevé les 
deux*^ membres au carré, le résultat a besoin d'être vérifié. — • 152, 
f55, 154. Sotation de quelques problèmes. — 15S. Remarque sur la 
mise en équation des problèmes. 
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EXERCICES. 

I. Résoudre Téquation 

H-2a? T + 2a?"' 7 + 16« + 4as»* 

On trouve «=-. 

II. Résoudre réquation 

6-5a; T-aa;» _ ag+l 10a;-ll 1 
15 14 (a?— 1)"" 21 30 "*■ 105* 

On trouve â?= 4. 

m. «m*. i- ""ir-.'r" =i(£^)- 

18 

On trouve «=-^. 

9 

IV. Résoudre ^Tl^f^^ = a; — 1. 

On trouve » =-, et »=0. Cette dernière valeur ne convient pas. 

y. Résoudre y/a+x— v/-^ = y/2a-\-x. 

On trouve »= — r-, valeur qui ne convient pas. 
VI. Résoudre >^+>/âr^ ^ 

2a\/F 
On trouveajrrç-pr- 
VII. Résoudre V^a 4- v^ + V a— \/ï =^5. 

On trouve «=o*— LZL-J.. 
2Td 

VHI. Résoudre ^ï+x + yjx 

2 
On trouve »=r. 

3 

IX. Résoudre 1+1= v/j + v/^ + ï;. 

On trouve »=0, et«= — -r-, valeurs qui ne conviennent ni l'une ni 
l'autre. 



>J%Ti' 
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5. Résoudre V^aj+ Va— V^«— •âf=|i/— ^. 



25 
On trouve x=-rz. 

10 

XI. Résoudre 2«+2v^+F=- 



^ . 3a 

On trouve «=-7-. 
4 



>/o» + »* 



XII. Résoudre ^ + J^ =V' 



On trouve af= 



XIII. Résoudre Téquation 



\/â^ + 2 \/ôTi=V^a— a? H- /aa? +a;^ 

64a 
On trouve af=0 et ^=Tn^i ^1^^ ne conviennent pas. 

XIV. Résoudre réquation 

On trouve «=a. 

XV. Résoudre Téquation 



-.h. 



yfâ—\a — y/a^—ax 

Va+V^a— •a'— ao; 

!• I6&2 ) 
1 — TfjLhv» $• 

XVI. Résoudre ^7====-^--=== 9, 

4 
On trouve »=gT* 

XVII. Résoudre Téquation 

l-f-g— /2a; + rr' _^ /2+fl;+^i ^ 



On trouve â;; 



=.K^---à)"- 
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CHAPITRE III. 

PRINCIPES GÉx\ÉRAUX RELATIFS AUX EQUATIONS 
SIMULTANEES. 

§ L Définitions. 

156. Système d'équations. On entend par s^stèrm d'équations^ 
Tensemble de plusieurs équations qui doivent être satisfaites à 
la fois. Si chaque équation ne contenait qu'une seule inconnue, 
on la résoudrait isolément d'après la méthode du chapitre pré- 
cédent ; et il y aurait autant de problèmes distincts que d'équa- 
tions à résoudre. Mais lorsque les inconnues entrent à la fois 
dans plusieurs équations, la question devient plus difficile. 

On nomme solution du système tout système de valeurs, 
qui, mises à la place des inconnues^ transforment les équations 
en identités. 

137. Systèmes équivalents. On dit que deux systèmes d'é- 
quations, qui renferment les mêmes inconnues, sont é^uivaZenr^, 
lorsque les valeurs des inconnues qui satisfont à l'un et à l'autre 
sont absolument les mêmes; ou, en d'autres termes, lorsque les 
équations de chacun des systèmes entraînent celles de l'autre. 

Lorsque deux systèmes sont équivalents, on peut les substituer 
l'un à l'autre. 

§ IL Prindpes. 

138. Théorème L Étant donné un système dégnations, on peut 
substituer à l'une quelconque d'entre elles Véquatioti obtenue en 
ajoutant membre à membre les équations proposées. 



Ainsi le système 
[1] 



fA = A', 
|C = C', 

[d=d', 
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est équivalent au système 

(A+B+C+D = A'+B' + C'+D', [a] 
JB = B', 

(d=d'. 

En effet, toute solution du système [1] donne, par hypothèse, 
des valeurs numériques égales aux deux membres de chacune 
des équations de ce système : donc elle rend égaux aussi les 
deux membres de l'équation [a] ; donc elle vérifie le système [2], 
Réciproquement, toute solution du système [2] rendant égales 
les valeurs numériques d« B et de B', celles de G et de G', celles 
de D et deD', rend égales celles deB+G + D et de B'+G' + D'; 
et comme elle vérifie, par hypothèse, l'équation [a], il faut 
qu'elle rende égales les valeurs numériques de A et de A'. Donc 
elle vérifie le système [1]. 

159. Remarques. La démonstration précédente est indépen- 
dante du nombre des équations. 

On peut n'ajouter les unes aux autres qu'une partie des équa- 
tions qui composent un système : l'équation résultante rem- 
place Tune quelconque de celles qui ont servi à la former. 

On a le droit, avant d'ajouter les équations membre à membre^ 
de multiplier chacune d'elles par un nombre quelconque; car cette 
opération (122) n'altère pas les conditions qu'elles imposent 
aux inconnues. 

Il va sans dire que l'on peut, dans l'application du théorème, 
soustraire membre à membre certaines équations, au lieu de les 
additionner. 

140. Théorème II. Lorsque Fune des équations d'un système 
est résolue par rapport à une inconnue, on peut remplacer cette in^ 
connue par sa valeur dans les autres équations : on ramène ainsi le 
système à wn autre, ayant une inconnue et une équation de moins. 



Ainsi le système 
[1] 



|b=b', 

|G = C', 

;d=d', 



Digitized by 



Google 



128 LIVRE II. 

dans lequel B, B', C, G', D, D' renferment toutes les inconnues 
d'une manière quelconque, et où A peut renfermer toutes les 
inconnues à l'exception de a?, est équivalent au système 

!ic =A, 
Bi = B ] , 
r —r 
tii = tii, 

dans lequel Bi, B'i, Ci, d, Di, D'i, sont les expressions obtenues 
en remplaçant a? par A dans B, B', C, G', D, D'. 

En effet, toute solution du système [1] rendant égales, par hy- 
pothèse, les valeurs numériques de x et de A, il est permis de 
remplacer x par A dans les équations suivantes : or les résultats 
égaux, que l'on obtient ainsi, sont les valeur;^ numériques des 
membres des équations du système [2]. Donc ce dernier système 
est vérifié par la solution" du premier. Réciproquement, toute 
solution du système [2] rendant x égal à A, il est permis de 
remplacer A par x dans les équations suivantes, ce qui ramène 
au système [1]. 

Les deux systèmes sont donc équivalents. 

Gelte démonstration est indépendante du nombre des équations. 

141. ÉLIMINATION. Lorsque, dans les équations B=Bs G=G', 
D = D', on renjplace x par A, cette inconnue disparaît des équa- 
tions. On dit alors qu'elle est éliminée. En général, éliminer une 
inconnue entre m équations, c'est remplacer le système proposé 
par un système équivalent, dans lequel (m — 1) équations ue 
contiennent pas cette inconnue. 

BÉSUllé. 

130. Ce qu'on entend par un système d*équations; solution du système. 
— 157. Systèmes équivalents. — 158. On peut substituer à Tune des 
équations du système celle que Ton obtient en ajoutant les équations 
membre à membre. — 159. On peut multiplier les équations par des 
nombres quelconques, avant de faire l'addition. — 140. Lorsqu'une 
des. équations du système est résolue par rapport à une inconnue, on 
peut remplacer dans toutes les autres cette inconnue par sa valeur. — 
141. Définition de Télimination. 
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CHAPITRE IV. 

RÉSOLUTIOIV D'UN NOMBRE QUELCONQUE D'EQUATIONS 
DU PREMIEH DEGRE ENTRE UN NOMBRE ÉGAL D'IN- 
CONNUES. 

142. On peut, en général, déterminer les valeurs d'un nom- 
bre quelconque d'inconnues, lorsqu'on connaît entre elles un 
nombre égal d'équations du premier degré. Nous allons^ dans 
ce chapitre, exposer les méthodes qui fournissent les solutions, 
en commençant par le cas le plus simple, celui de deux équa- 
tions à deux inconnues. 

§ I. Résolution d'un système de deux équations à deux inconnues. 

143. Forme générale de l'équation du premier degré a 
DEUX INCONNUES. Si Tou désigne les deux inconnues par x et y, 
une équation du premier degré ne peut renfermer que trois 
sortes de termes : 1« des termes du premier degré en x; 2*> des 
termes du premier degré en y; 3« des termes tout connus. Or 
on peut toujours faire passer dans l'un des membres tous les 
termes qui contiennent soit a?, soit t/, et y réunir, par l'addition 
des coefficients, tous ceux qui renferment la même inconnue. 
Si Ton fait de même passer dans l'autre membre tous les termes 
connus, et qu'on les réunisse en un seul, l'équation prendra la 
forme 

aX'\'hy=^Cy 

a, 6, c désignant des nombres connus. C'est sous cette forme 
que nous considérerons les équations que nous aurons à ré- 
soudre. 

144. !«' Cas. Il peut arriver que l'une des équations ne 
renferme que l'une des inconnues. Soit, par exemple, le 
système 

([1] 3a?+7i/ = 79, 
([2] 80? = 80. 

L'équation [2], qui ne renferme que Xy fournit immédiatement 

ÂLG. EL. B. 9 
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(128) sa valeur, a? = 10. Si Ton substitue cette valeur dans l'é- 
quation [1], elle devient 

30+7y=79. 

Et comme elle ne contient plus alors que l'inconnue y, eUe en 
fournit (128) aussi la valeur, y = 7. 

Ces deux valeurs, a? =10, y = 7, vérifient évidemment le sys- 
tème. D'ailleurs il ne saurait exister d'autre solution ; car l'é- 
.quation [2] n'admet que la solution a; = 10; et pour cetie va- 
leur, l'équation £1] n'est vérifiée que par y =7. 

Ainsi, pour résoudre le système^ dans ce cas particulier, on 
résout celle des équp>tions qui ne renferme qu*une des inconn\ies, on 
substitue dans Vautre équation la valeur trouvée pour cette inconnue^ 
et Von résout l'équation résultante qui fournit Vautre inconnue. 

148. 2* Cas. Les deux équations renferment les deux 
inconnues. On ramène ce cas au précédent, en éliminant l'une 
des inconnues entre les deux équations (141). On peut employa 
plimeurs procédés pour opérer cette élimination. 

MÉTHODE PAR SUBSTITUTION. Soicut Ics dcux équatious : 
j[l] 7a?+3î/ = 47, 



^^^ j[2j 6a?— 5y=10. 

On peut (118, 122) remplacer l'équation [1] par l'équation 

47 — 7a? 

qu'on obtient en faisant passer 7a? dans le second membre, et 
en divisant ensuite les deux membres par 3 : c'est ce qu'on 
appelle, résoudre Véquation par rapport à y. Le système (1) est 
ainsi remplacé par le système équivalent : 

Ir*T 47 — 70? 

[S] y=-3-, 
[t] 60?— 5y=l0. 
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47 7/p 

On peut maintenant (140) remplacer y par — - — dans Té- 

o 

quation [2]; et Ton obtient le système équivalent : 

Et réquatîon [4] ne renfermant plus qm l'inconnue Xy on est 
ramené au premier cas. On résout donc cette équation : eHe 
donne 

18a?— 235 + 3507 = 30; 

d'où Ton tire (128), x= 5. Et cette valeur, substituée dans Fé- 
quatîon [3], donne y = k. Ces deux valeurs, a?=5, i/=4, for- 
mant la solution unique du système (3), fournissent la solution 
unique du système équivalent (1). 

La méthode est g^érale, et conduit à la règle suivante : On 
résout rvne des équations par rapport à Vune des inconnues^ et ton 
SUBSTITUE sa vaîev/r dans F autre équation. Comme cette dernière ne 
renferme plus alors que Vautre inconnue^ on la résout y et on obtient 
la valeur de cette inconnus. Puis on si^stitue ceUe valeur dans tex^ 
pr^sûm de la première inconnue^ opération qui fournit la valeur de 
ceUe-ci' 

bi46. MÉTHODE PAR ADDITION ET SOUSTRACTION. ReprcnOIlS le 

système : 

,,, ([1] 7a? + 3i/ = 47, 

v^^ ([2] 6a? — 5îf=10, 

On peut toujours rendre égaux les coefficients d'une même in- 
connue dans les deux équations ; il suffit, pour cela, de multi- 
plier les deux membres de chacune par le coefficient dont celte 
inconnue est affectée dans l'autre. Ainsi, en multipliant la pre- 
mière équation par 5 et la seconde par 3, on obtient (lû) le 
système équivalent : 

m â5a? + 15y=235. 
^^^ l[4] iaa?-.15y = 30. 
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Les deux coefficients de y étant alors égaux et de signes con- 
traires, on éliminera cette inconnue en ajoutant les deux équa- 
tions. On obtiendra ainsi une équation 

[5] 53a? = 265, 

qui , combinée avec l'une des équations [2] ou avec l'une des équa- 
tions [1], formera un système (3) équivalent au premier. 

On sera ainsi ramené au premier cas (144). On tirera de [5] 
a; = 5; et substituant cette valeur dans l'une des équations, dans 
l'équation [1], par exemple, on obtiendra la valeur î/= 4. 

La méthode est générale, et conduit à la règle suivante : On 
. multiplie chacune des équations par le coefficient dont Vune des hv- 
connues est affectée dans Vautre; on ajoxjte alors Vune à Vautre^ ou 
Von RETRANCHE Vunc de Vautre les deux équations résultantes^ 
suivant que les coefficients égaux de Vinconnue considérée sont de 
signes contraires ou de même signe. On obtient ainsi une équation à 
une inconnue^ qui fournit la valeur de cette inconnue. En substituant 
cette valeur dans Vune des équations proposées^ on en tire la valeur 
de Vautre inconnue. 

147. Remarque. Si les coefficients que l'on veut rendre égaux 
ne sont pas premiers entre eux, on peut prendre pour coefficient 
commun leur plus petit multiple commun : il suffit, pour cela, de 
diviser ce plus petit multiple par chacun des coefficients de 
l'inconnue à éliminer, et de multiplier chaque équation par le 
quotient correspondant. 

Exemple. Soit le système : 

p6a? + 7y = 323, 
^^^ Uto— lly=377. 

Le plus petit multiple commun à 36 et à 54 est 108 : les quotients 
de 108 par 36 et 54 sont 3 et 2. On multiplie donc la première 
équation par 3, et la seconde par 2; et l'on aie système équi- 
valent : 

n08a?+21î/ = 969, 
^^^ (I08aj— 22y = 754; 
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et comme les coefficients d'à? ont le même signe, on retranche 
la seconde équation de la première ; ce qui donne : 

43y=215; 

d'où, y=h : et, par suite, a? = 8. 

148. AUTRE REMARQUE. Lorsquc Ton a trouvé, parla méthode 
précédente, la valeur d'une des inconnues, on peut chercher di- 
rectement la valeur de Vautre inconnue par la même méthode^ au 
lieu de la déduire d'une substitution. 

Ainsi, dans l'exemple précédent, pour obtenir x, on multi- 
pliera la première équation par 11 et la seconde par 7 ; ce qui 
donnera : 

r 3960? + 77y== 3553, 
(378a?— 77y =2639; 

et, en ajoutant les deux résultais, on trouvera, 

774a? = 6192; 

d'où Ton tirera : a? = 8. 

Cette valeur de x ne peut différer de celle qu'a fournie la sub- 
stitution : car, d'après les raisonnements précédents , le sys- 
tème (1) est équivalent à l'un quelconque des deux systèmes, 

^^^ l36a? + 7y = 323, ( 36a? + 7^ = 323; ^^^ 

or chacun de ces derniers ne fournit qu'une solution : il est 
donc nécessaire que cette solution soit la même pour, ces deux 
systèmes. 

149. Corollaire. On voit qu'en général un système de deux 
équations du premier degré à deux inconnues admet une solu- 
tion unique et déterminée. 

S H. Résolution d'un système de trois équations à trois inconnues. 

150. RÈGLE. Pour résoudre un système (1) de trois équations à 
trois inconnues x, y, z, on élimine l'une des inconnues, zpar exem- 
pie, d'abord entre deux des trois équations, puis entre la dernière et 
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rtme des deux autres : on emploie^ pour cela, soit la méthode par 
substitution (145)> soit la méthode par addition et soustrac- 
tion (146). On obtient ainsi deux équations à deux inconnues x et y, 
qui, combinées avec Vune des équations proposées, forment un sys^ 
tème (2) équivalent au premier : les raisonnements, pour le prou- 
ver, sont ceux que nous avons employés dans le paragraphe 
précédent. On résout le système des deux équations en x et j; et 
substituant les valeurs trouvées pour ces inconnues dans Vu/ne des 
équations proposées^ on obtient la valeur de z. 

151. Exemple. Soit d'abord à résoudre le système 

(3a? + 2î/4-4ir=19, 
|2a?+5i/-f 3^ = 21, 
(3a: — y-\- z=z 4. 

Pour appliquer la méthode précédente, nous devons, par exem- 
ple, déduire de Tune des équations la valeur d'une inconnue, et 
la substituer dans les deux autres. Comme on peut choisir l'une 
quelconque des trois inconnues et la déduire de l'une quel- 
conque des trois équations, il y a neuf manières de commencer 
le calcul ; on voit que la plus simple, dans rexemfde proposé, 
consiste à prendre la valeur de y dans la troisième équation , 
parce que l'on n'introduit pas ainsi de dénominateur. On 
obtient : 

y=:3x-\-z — 4; 

et, par subuiMim de cette expres»oik, les deux premières 
équations deviennent : 

r3a?+2(3a; + ;2f — 4) + 4z=19, 
l2a;+5(3a?-fz — 4)4-3-2 = 21; 

ou^ en réduisant, 

ll7a?4-B-s = 4U 

Ces équations, résolues par les méthodes exposées (i4S, 146), 
donnent: 

«=l, 1 = 3, 
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Puis ces f aleurs, «absUtuées dans l'expression de y, 

î/ = 3a7+-5 — 4, 

donnent y=^l 

et la solution cherchée est, par conséquent, 

07=1, y=2» -î==3. 

Autre exemple. Soit encore â résoudre le système d'équa- 
tions : 

!a* + a'a? + ^ + -s^ = > 
in_^b*x + by + z = Q^ 

nous appliquerons la seconde méthode (14^. Comme z n'a pas 
de coefficient, nous retrancherons successivement la première 
équation de chacune des deux autres ; et nous obtiendrons les 
deux équations nourelfes, indépendantes de z^ 

Or la première de ces équations est divisible par {b — a), la se- 
conde par((; — a); et, eiisupprimantcesfacteurs,eUesdefîemfêiit: 

l6« + a6 + a« + (6 + a)a;+y = 0. 

Pour les résoudre, on peut procéder de la même manière, et 
soustraire la première de la seconde ; on obtient ainsi : 

ou, en divisant par (c— 6), 

De là on tire : 
et, par suite, 
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Enfin ces valeurs de x et de y, substituées dans l'expression 

z= — a' — a^x — at/, 
donnent : 

z= — a^'{'a^{a'\'b'{-c) — a {ab-\-ac + bc) = — abc. 

§ III. Résolution d*uQ nombre quelconque d'équations du premier degré. 

152. RÈGLE GÉNÉRALE. PouT résoudrc un nombre quelconque 
(T équations renfermant un nombre égal (Tinconnues, on peut déduire 
de Vune délies la valeur (Tune inconnue^ et substituer (140) cette 
valeur dans toutes les autres : celles-ci contiennent alors une incon- 
nue de moins; et, en complétant leur système par l'équation qui 
fournit l'expression de la première inconnus^ on obtient u/n système 
équivalent au système proposé. 

On peut aussi éliminer Vinconnue entre Vune des équations et 
toutes les autres, par la méthode d'addition et de soustraction (146) : 
on obtient encore un système équivalent (158), en joignant à l'en- 
semble des équations nouvelles l'équation dont on s'est servi pour 
faire disparaître cette inconnus. 

Dans tous les cas, la résolution d^un système de n équations à n 
inconnues est ramsnée ainsi à la résolution de (n— 1) équations à 
(n — 1) inconnues. La résolution de ces dernières se ramènera de 
même à celle de (n — 2) équations à {a — 2) inconnues ; et, en con- 
tinuant ainsi, on sera conduit à une équation ne contenant qu'une 
inconnue. 

Le système équivalent au système proposé renfermera alors n 
équations, ainsi composées : la dernière ne renfermera qu'une in- 
connue, la (n — 1)"»« renfermera cette inconnue et une autre, la. 
(n — 2)"« contiendra ces deux inconnues et une troisième. . . .; enfin 
la première contiendra toutes les inconnues. Et il est évident qu'on 
pourra résoudre successivement toutes ces équations en commençant 
par la dernière et en remontant jusqu'à la première, et qu'on ob- 
tiendra ainsi les valeurs de toutes les inconnues. 

153. Exemple. Soit le système 

IX-{-2y-{-SZ'{'kv = 30, 
207— 3^ + 5-2 — 2d= 3, 
3a?+4i/ — 2z— v= l, 
kx— i/+6:r — 3v= 8. 
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La première équation, résolue par rapport à a?, donne : 

a?=30 — 21/ — 3z—kv; 

et, en substituant cette valeur dans les trois autres, on trouve : 

(7y+ z+lOv= 57, 

[2] hy + llz + 13v= 89, 

(9i/+ 6^+19v=112. 

De même, la première des équations [2], résolue par rapport à 
z^ donne : 

j5=57 — 7y — lOv; 

et, en substituant cette valeur dans les deux autres, on a : 

ro, r75y+97v = 538, 

'^ ^ ^ 1 331/ -f ^1^ = 230. 

On tire de la dernière, 

__ 230— 4lt? . 
'^~ 33 ' 

et, substituant cette valeur dans la précédente, on a : 

[4] 126v = 504. 

Ainsi le système équivalent au système proposé est formé par 
les équations : 

^ x=.30 — 2y — Zz—kVy 

\z = b7 — 7y — lOv, 



[5] X { 230 — 41 1; 

l^-""~33 ' 
126t? = 504, 



Or la dernière de ces équations donne t?=4. Cette valeur, 
substituée dans la précédente, donne i/=2. Ces deux valeurs, 
substituées dans la seconde, donnent z=^Z. Et enfin ces trois 
valeurs, substituées dans la première, donnent a?=I. Ainsi la 
solution est 07= 1,1/= 2, z=3, v=k. 

184. MÉTHODE DE Bezout. On résout aussi les équations du 
premier degré par une autre méthode, dite des coefpmrUs indé^ 
terminés, dont l'emploi est souvent plus commode. 
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Soient n équations du premier degré à n inconnues, 

iaX'\-by-{-cZ'{'... =k, 
an-ia?+ 6«^y + c^t^ + ..• = ^n-i. 

Ajoutons ces équations, membre à membre, après les avoir 
multipliées respeclivement, à Texception de la première, par 
des nombres indéterminés Xi, ^^ ... X»^; il viendra : 

[2] a?(a+ ai>, + .. . + «n-i^O +y (^ + &Ai + •..+6.^>»-i) 

et cette nouvelle équation peut (139) remplacer une des propo- 
sées, gv^els que soient les nombres Xi, Xt, ... X,»-i. 

Or nous pouvons déterminer ces nombres, de manière que les 
coefficients des inconnues y, z^ ... soient nuls, c*est-à-dire que 
les équations, 

[3] {C + Cili + ... + Cn-iX^i = 0, 



soient satisfaites; car il suffira, pour cela, de résoudre (n— 1) 
équations à (n — 1) inconnues. 

On résoudra donc le système [3]. 

Si Ton substitue alors dans l'équation [â] les valeurs trouvées 
pour Xi , Xi , . . . Xn-i , cette équation ne contiendra plus que la seule 
inconnue a;; car elle se réduira à 

a?(a + aiXi+... + an-iXn-i) = A; + A;iXi + ... + A^-4X»-i: 
elle permettra donc d'en déterminer la valeur, qui sera : 



X 



■a+aiXt+-.+flw-tX»^' 



X étant connu, le système ne contiendra plus que (n— I) incon- 
nues. 

La méthode 91e nous venons d'indiquer permet, ccnnme en 
voit, de résoudre n équations à n inconnues, pourvu que l'on 
s^che résoudre un système contenant une incomnie de moîns. 
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Gomme nous saYons résoudre deux équations à deux incon- 
nues, nous pouvons, d'après cela, résoudre un système de trois 
équations à trois inconnues ; partant, un système de quatre équa- 
tions à quatre inconnues, et ainsi de suite. On obtiendra ainsi, 
quel que soit le nombre des équations proposées, la valeur de 
chaque inconnue. 

158. MoDiFiCiiTiGN A LA MÉTHODE. La méthode des multiplica- 
teurs permet, d'aOleurs, d'obtenir directement chaque inconnue, 
sans calculer aucune des autres. Il suffît, pour cela, de procéder 
pour chacune, comme on l'a fait pour x. Si l'on veut obtenir y, 
par exemple, on égalera à zéro les coefficients des (n — 1) autres 
inconnues; on trouvera, en résolvant ces (n— 1) équations^ de 
nouvelles valeurs pour les indéterminées Xi, Xj,...>n-i; et, en 
substituant ces valeurs dans l'équation [2], on obtiendra une 
équation en y,'qui permettra d'en déterminer la valeur. 

Les valeurs que l'on obtient par ce procédé pour a?, y, xr, ... 
ne peuvent différer de celles qu'a fournies le premier. En effet, 
l'équation [2] doit être vérifiée, quels que soient les nombres 
^1 y Xî , . . . K-i ; il est donc permis d'y faire les hypothèses qui an- 
nulent tous les coefficients moins un. Le second procédé fournit 
donc la solution demandée : et comme cette solution est unique, 
il faut qu'elle soit la même que celle qu'on a obtenue par le pro- 
cédé primitif. 

IS6. Exemple. AppHquons cette méthode à la résolution du 
système : 

13a? — 4y-}" 5z= 9, 
7a7-}-2i/— 10z=18, 
bx — 6y — lbz=^ 6. 

On multiplie la seconde équation par >« , la troisième par >i, 
et l'on ajoute les produits à la première; on a ainsi ^ 

[2)(3-f 7Xi-h5X,)x+(— 4-f2Xi— 6>,)ff+(5— 10)1,-15X^4? 
=9 + 18Xt + 6V 
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Pour obtenir Xy on égale à zéro les coefficients de y et de z ; 
ce qui donne : 

(—4+ 2X1— 6X, = 0, 
6-.IOX4— 15X,= 0, 

>4 — 3X8=2, 



î 



f Al — 3X8 = 2 
^^ t 2Xi + 3X,= l 



En résolvant ces deux équations, on trouve Xi=l, X, = — ^. 
On substitue ces valeurs dans l'équation [2] ; elle devient : 

(3 + 7— f)a? = 9 + 18— 2; 

d'où Ton tire: a? = 3. 

Pour obtenir {/» on annule les coefficients de a? et de j? ; on a 
ainsi : 

(3+ 7Xi4- 5X, = 0, 
(5— 10X1— 15X, = 0. 

En résolvant ces deux équations, on trouve Xi= — ff, X,=ff. 
On substitue ces valeurs dans l'équation [2], qui devient : 

(-4-îf-^)î/ = 9-w+îf; 

d'où l'on tire : 1/ = i- 

Enfin, pour obtenir z^ on écrit les deux équations , 

f 3 + 7Xi + 5X, = 0, 
(—4 + 2X1 — 6X, = 0, 

qui, résolues, donnent Xi = ^, Xt=— i|. L'équation [2] de- 
vient, pour ces valeurs : 

(5-i8+W)^=9+ii-W; 

et l'on en tire : z = |. 

itS7. Cas oû les coefficients des inconnues sont de grands 
NOMBRES. Lorsqu'on a à résoudre un système dans lequel les 
inconnues ont de grands coefficients, il est ordinairement avan- 
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tageux d'employer la méthode de substitution. Résolvons, comme 
exemple, le système suivant : 

([l] 1,2345a? +l,3579y+ 8,6422 —9,765744=0, 
|[2] 7,447a? + 5,225y — 6,336z —0,611327 = 0, 
|[3] l,5380a? + 4,4444y — 5,6789z+ 1,20011 =0. 

La première de ces équations donne pour valeur de z, 

__ l,2345a?+ l,3579y — 9,765744 
'^■" 8,642 

Cette valeur, substituée dans l'équation [2], donne : 

7,4470. + 5.225y + 6.336 X ^'^^^^^+ ' '1^1^^' ''''''"' 
— 0,611327=0. 

En multipliant tous les termes par le dénominateur 8,642, on 

obtient : 

64,356974a? + 45,154450!/ — 61,875754 

+ 7,821 792a? + 8,603654t/— 5,283088=0, 

ou [4] 72,17877a? +53,758101/ —67,15884 =0. 

La même valeur de z, substituée dans l'équation [3], donnera : 

.,53800. + 4,4444y + 5.6789 X 1.^345. +1.35^9^-9.765744 

+ 1,20011 = 0; 

d'où 13,291396a?+ 38,4085051/ — 55,458684 

+ 7,0i0602a?+ 7,711378y + 10,371351 =0, 

c'est-à-dire [5] 20,30200a? +46,11988y —45,08733 = 0. 

La question est maintenant ramenée à la résolution de deux 
équations à deux inconnues Ik] et [5]. 
On tire de l'équation [5] : 

20,302a? — 45,08733 

^"" 46,11988 
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En substituant cette valeur de y dans l'équation [4], on ob- 
tient : 

72,178770? — 53,7581 X—î — ^^ ^^g^g 67,15884 = 0. 

La multiplication par le dénominateur 46,1 19S8 donne : 
3328,8770?— 1091,3970?+ 2423,809—3097,358 = 0, 
ou 2237,480a?— 673,549 = 0. 

T, 673,549 r.r.^.r.r.r 

Pour trouver la valeur de y, on a d'abord : 

20,302a? = 6, 11 151; 

donc 45,08733 — 20,302a? = 38,97582 , 

38,97582 
et V=--^——- =0,8450980. 

Cl y 46,11988 "»^'**^"^°^- 

Si, maintenant, dans l'équation 

_ 1, 2345a? + l,3579y-- 9,765744 
^■~ 87642 ' 

nous substituons à a? et à y leurs valeurs numériques, nous 
aurons : 

l,2345a?= 0,3716215, 

1,35791/= 1,1475586; 

donc 9,765744— 1,2345a?— 1,35791/ = 8,246564, 

8,246564 

Les trois inconnues sont donc : 

0? =0,301030, 
y = 0,8450980, 
r =0,9542425. 
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Térifîcalion. 

l,2345a?== 0,3716215 
1,35791/= 1,1475586 
8,642-8? =8,2465637 

9,765744—9,765744=0. 



7,447^ =2,241770 6,3362=6,046080 

[2] \ 5,225y =4,415637 0,611327 

6,657407 6,657407 



[3] 



l,5380a?= 0,46298414 

4,4444^ = 3,75595355 

1,20011000 

5,4190477 5,6789-2 = 5,4190477 

S IV. Simplifications et remarques diverses. 

188. Cas où toutes les inconnues n'entrent pas a la fois 
DANS toutes les ÉQUATIONS. Il peut arriver que chacune des 
équations ne contienne pas toutes les inconnues. Cette circon- 
stance abrège le calcul; car on peut considérer comme éliminée 
d'une équation une inconnue que cette équation rie renferme 
pas. li faut alors commencer l'opération par l'élimination de 
l'inconnue qui entre dans le plus petit nombre d'équations. 

Considérons, par exemple, le système 

[[1] 9a?— 2s+ u = 41, 

[2] 7y — 5^ — ^ =12, 

[3] 4i/— 3a?+2u = 5, 

[4] 3t/ — 4w+3«=7, 
[[5] 7z — 5u=il. 

On voit que t n'entre que dans deux équaticms : on tire donc 

de [2] : 

[2] ^=7y — 52f— 12; 

et l'on substitue cette valeur dans [4]^ qui devienl : 
16] 24y — 15z— 4u=43. 
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En joignant celte équation [6] aux équations [1], [3] et [5], on 
forme un système de 4 équations à 4 inconnues a?, y, z, u. 

Or X n'entre que dans les équations [1] et [3]. On tire donc 
de [3] : 

et Ton substitue cette valeur dans [1], qui devient : 

[7] I2y— 2z + 7w==56. 

Enjoignant celte équation [7] aux équations [5] et [6], on ob- 
tient un système de trois équations à trois inconnues y, z, u. 
Gomme y n'entre que dans les équations [6], [7], on tire de [7] : 

rrn 2ir— 7^4-56. 

et l'on substitue celte valeur dans [6], qui devient : 

[8] lU-fl8u = 69. 

Cette équation et l'équation [5] forment un système de deux 
équations à deux inconnues. 

On tire de [5] : u= ZfJZii ; 

5 

et, substituant cette valeur dans l'équation [8], on a : 

^^18(7.-11)^ 
5 

équation à une inconnue, d'où Ton tire : ;2f = 3. 

Par suite l'équation [5] donne : w = 2 ; 

ensuite l'équation [7] donne : 2/ = 4; 

puis l'équation [3] donne : a? = 5 , 

et enfin l'équation [2] donne : t = l. 

189. Artifices particuliers. Il arrive quelquefois, que les 
équations présentent une certaine symétrie par rapport aux in- 
connues ; on peut alors ordinairement employer des procédés 
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plus expéditifs que les mélhodes générales. Nous ne saurions 
donner de règle, à cet égard; mais nous allons indiquer, à 
l'aide de quelques exemples, les artifices les plus usités. 

Exemple I. Soit le système 

'[1] x + y + z+t = a, 

[2] y + 5+r + v = 6, 

[3] z+t+v+x=c, 

[4] t+v + x+y = d, 

[[5] V'{'X + y + z=e. 

Si l'on ajoute ces cinq équations membre à membre, on re- 
marque que chaque inconnue entre 4 fois dans la somme ; de 
sorte que, si l'on désigne par ^ la somme des seconds membres, 
(a -f- 6 + c + rf + «)> on a l'équation : 

ou [6] x+y+z+t+v=^. 

Ainsi la somme des cinq inconnues est déterminée. Et, puisque 
chacune des équations proposées contient quatre de ces incon« 
nues, il suffira de les retrancher successivement de l'équa- 
tion [6] pour obtenir chaque inconnue. On aura ainsi : 

v=|-a, a?=i_6,. y=~c, z=^-—d, « = |-e. 

Exemple IL Calculer les longueurs des trois côtés d*un triangle, 
connaissant les longueurs des droites qui joignent chaque sommet 
au milieu du côté opposé. 

Désignons par a, 6, c les longueurs inconnues des trois côtés, 
et par «, S, y les longueurs des médianes correspondantes. La 
géométrie fournil immédiatement les trois équations : 

[[1] 6.+ c« = 2a« + |^, 

([2] c« + tt« = 2ê« + p 

|[3] a« + 6«=2Y« + £ 
Alg. él. B. 10 
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Si l'on ajoute ces trois équations, membre à membre, on a : 

d'où l'on tire aisément : 

Ainsi l'on connaît la somme des carrés des trois côtés. Si l'on 
retranche maintenant l'équation [1] de l'équation [4], b* et c* 
disparaissent ; et Ton a : 

d'où l'on déduit : 

On obtiendrait de même 6* et c*, en retranchant successivement 
les équations [2] et [3] de l'équation [4]. Mais il est plus simple 
de remarquer, qu'on passe de Téquation [1] à l'équation [2], en 
changeant 6' en c*, c* en a*, a* en b\ puis a* en 6*; on obtiendra 
donc la valeur de t^, en appliquant cette permutation de lettres 
à la formule qui donne a' ; et l'on aura : 

6« = |(2««+2t«-6«). 

On trouvera de même : 

o«=|(2a«+26»-Y»). 

Les carrés a*, &*, c* étant connus, les côtés eux-mêmes, a, 6, c, 
sont, par là même, déterminés. 

Exemple IH. Résoudre le système: 

a''b~c~d' 

mx + ny -^pz-^ qv = k. 
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On a démontré (95), que Ton a : 

X y_5 V mx-^-ny+pz-^-qv , 

a 6 "" c d ma-{'nb +p« +g<i* 

or le numérateur du dernier rapport est k; donc on a : 

X k 



d'où x= 



a ma-^nb-\-pC'\-qd* 
ak 



ma+ w^ + pc 4- qd' 



bk 

On a, de même : y = ; — r-i ; — 5> 

^ ma-j-nb-^pc + qd' 

^ ck 

ma']~nb-{'pc']-qd^ 

___ dk 

ma + nb -\-pc + qd* 

Exemple IV. Soit encore le système : 

rn f ^y^^ — ^ ^_jcyzv_ xyzv _ xyzv _^ 

ly + ^ + v 'a? + -5+u 'a? + î/ + v 'a?-hy+«""^* 

Si l'on renverse chacune de ces équations, en prenant le nu- 
mérateur pour dénominateur, et vice versa, et si Ton simplifie 
les fractions nouvelles» on a : 

(i-+-L+-L=i _L4._L4._L=1 

,^ \xzv~ xyv^ xyz a' yzv^xyv^xyz b' 

|_L4-L+-L=i _L4.J_+-L=i. 

\ yzv^^ xzv^^ xyz c' yzv^^xzv xyv d* 
Si l'on ajoute ces quatre équations membre à membre, on a : 

yzv "*" xzv^xyv'^xyz a ' F '7 "^.d' 
d'où [3] ~ + ^+J^+ji=Ks+i+F+5)- 
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Si maintenant on retranche successivement de cette équation les 
quatre équations précédentes, après avoir posé 

i/i + i + l + lU] 



on a 



[4] 



1 11 

yzv s a' 


1 1 1 

xzv s b* 


-L— 1—1 

xyv s ? 


1 1 1 
xyz s d* 



Gela posé, multiplions ces quatre équations membre à mem- 
bre; nous aurons : 

-!—^(L^l\ (i^i\ (i^l\ (L_iV 

et, par suite, 

r5i ^ ^v7(^ ^\(^ ^\ (^ ^\ r M, 

^ ■' xyzv V \5 aj \s h) \s c) \s dj* 

Divisons enfin chacune des équations [4] par l'équation [5] ; et 
nous aurons : * 

V \5 a) \s 'cJ \s d) 



V \s a) \ J h) \s c, 
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§ V. Des cas où le nombre des inconnues n'est pas égal au nombre 
des équations. 

160. Cas où le nombre des équations surpasse celui des 
INCONNUES. Soit, par exemple, un système de trois équations entre 
deux inconnues x et y. En résolvant deux de ces trois équations 
par Tune des méthodes connues, on obtiendra les valeurs de x et 
de y, qui seules peuvent vérifier le système. Mais, pour qu'il eh 
soit ainsi, il faudra que ces valeurs satisfassent à la troisième 
équation. Si cette condition n'est pas remplie, le système est im- 
possible.^ - 

Par exemple, le système 

L3x+7y=l7, 
hx—2y = l, 
(8x+ î/ = 12, 

est impossible, puisqu'en résolvant les deux premières équa- 
tions, on trouve a?=l, y =2; et que ces valeurs, substituées 
dans la dernière, conduisent à l'impossibilité , 10 = 12. 

En général, si l'on donne (m-f p) équations entre m incon- 
nues, on pourra résoudre m de ces équations, et obtenir ainsi les 
valeurs qui seules peuvent vérifier le système ; mais il faudra 
que ces valeurs, substituées dans les p équations restantes, les 
vérifient : sinon , le système sera impossible. 

Si les coefficients des inconnues, ou quelques-uns d'entre eux, 
sont des lettres dont la valeur n'est pas déterminée, les valeurs 
obtenues pour ces inconnues seront des formules dépendant de 
ces lettres; et la substitution de ces formules dans les p équations 
restantes fournira p relations, qui exprimeront les conditions 
nécessaires et suffisantes que devront remplir les coefficients 
littéraux, pour que le système soit possible. On donne à ces re- 
lations le nom d'équations de condition. 

Exemple. Soit le système : 

x+ î/ = 2a, 

X — y = 26, 
J2a?+3l/— a + 2ô, 
[ 3a? 4- ^2/ = 2a 4- 36— 1. 
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Les deux premières équations donnent a?=a-}-t, y=a—b; et 
ces valeurs, substituées dans les deux dernières, fournissent les 
deux équations de condition , 

(7a— 6=2a+36— 1; 
desquelles on tire : a = 3, 6 = 4. 

Si l'on admet ces valeurs de a et de b, le système est possible, et 
la solution est : 

a? = 7, î/=— !• 

161. Cas où le nombre des inconnues surpasse celui des 
ÉQUATIONS. Soit, par exemple, un système de deux équations 
entre trois inconnues a?, y, z. Si Ton regarde une des inconnues, 
z par exemple, comme connue, la résolution du système four- 
nira, comme valeurs de x et de y, deux formules qui contien- 
dront z. On peut donc donner à z des valeurs arbitraires ; et 
pour chacune d'elles, les formules fourniront pour x et pour y 
des valeurs correspondantes. le système admettra donc v/nmmbre 
infini de solutions. On voit alors qu'il est indéterminé. 

En général, si l'on donne m équations entre (m-^p) incon- 
nues, on pourra considérer comme connues p de ces inconnues, 
et résoudre les m équations par rapport aux m autres; on ob- 
tiendra, pour valeurs de ces m inconnues, m formules contenant 
les p premières. On pourra donc donner à ces p inconnues telles 
valeurs que l'on voudra; et les formules fourniront les valeurs 
correspondantes des autres. Le système est donc indéterminé. 

Exemple. Soit le système : 

(2a? + 32/ — 4^— 3f=6, 
\ a? — 2i/+ 32 — 2^=2. 

On résout par rapport à a? et à y, en faisant passer dans les se- 
conds membres les termes en z et en t. On trouve ainsi les deux 

formules : 

!18— z4-12f 
7 ' 

_ 2 + \0z—t 

Sil'on posear6itraireme/7^,j5=2, < = 1, on trouve a?=4, y=3. 
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S VI. Des cas d'impossibilité et d'indétermination. 

162. Cas d'impossibilité. Lorsque le nombre des inconnues 
est égal au nombre des équations, il arrive quelquefois, que les 
méthodes de résolution conduisent à des résultats contradic- 
toires. 

Exemples. Soit le système: 

! 9a?— 121/ = 6, 
21a? — 28î/=15. 

Appliquons la méthode d'addition et de soustraction (146) : pour 
éliminer y, multiplions la première équation par 7, et la seconde 
par 3 ; il vient : 

r63a?— 84y = 42, 

I63a?— 84y = 45; 

équations évidemment incompatibles » puisque, en les sous- 
trayant l'une de l'autre, on aurait : 

0=3. 

Le système proposé est donc impossible; et l'impossibilité se 
manifeste par cette circonstance, que l'élimination d'une incon- 
nue fait disparaître l'autre, de sorte qu'il ne reste plus qu'une 
égalité entre deux nombres inégaux. 

Soit encore le système ; 

12a?— 31/ + 45?= 7, 
3a?— 2i/-f z = Sf 
llx—dy+lz^SO. 

En éliminant r, d'abord entre les deux premières équations, 
puis enti'e les deux dernières, on obtient les deux équations, 

nOa? — 5t/ = 25, 
(lOa? — 5t/ = 26, 

qui sont évidemment incompatibles. Le système est donc impos- 
sible; et l'impossibilité se manifeste par cette circonstance, qu'en 
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éliminant ^, on obtient deux équations, dont la différence conduit 
encore à l'égalité absurde 

0=1. 

165. Cas D'iNDÉTERinNATiON. Il arrive aussi parfois, qu'en 
résolvant un système d'équations, on rencontre des égalités qui 
ont lieu, quelles que soient les valeurs des inconnues. 

Exemples. Soit le système : 

r 91a? + 631/= 217, 

Si l'on cherche à éliminer y, en multipliant la première équa- 
tion par 5 et la seconde par 7, on trouve : 

r455a?+315y=l085, 
14550?+ 3 15y = 1085, 

équations identiques. Ainsi les deux équations proposées rentrent 
Vune dans Vautre. On n'a donc, à pro4)rement parler, qu'une 
seule équation à deux inconnues : et le nombre des solutions 
est infini (i6l). On voit que l'indétermination se manifeste par 
cette circonstance, que l'élimination de l'une des inconnues fait 
disparaître l'autre, et qu'il reste une identité 

= 0. 
Soit encore le système : 

|^2a? — 3i/+4;?=7, 
3a?— 2t/+ z=8, 
lia?— 9i/+7z=31. 

L'élimination de z entre les deux premières équations, puis 
entre les deux dernières, conduit aux deux équations, 

nOa?— 5i/ = 25, 
1 10a? — 51/ = 25, 

qui sont encore identiques. Gomme ces deux équations, com- 
binées avec l'une des trois premières, forment un système équi- 
valent au système proposé, on voit qu'on n'a, en réalité, que 
deux équations à trois inconnues. Le système est donc indéter» 
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miné; et Findéterminalion se manifeste encore par celte cir- 
constance, que Télîmination de deux des trois inconnues conduit 
à une identité. 

EÉSimÉ. 

145. Forme générale de Féquation du premier degré à deux inconnues.— 
144. Résolution d*un système de deux équations à deux inconnues, 
quand Tune des équations ne renferme qu'une des inconnues. — 145. Ré- 
solution, dans le cas où chaque équation renferme les deux incon- 
nues ; méthode par substitution. — 146. Méthode par addition et sous- 
traction. — 147. On peut, dans cette méthode, prendre pour coefficient 
commun le plus petit multiple commun des coefficients de Tinconnue 
qu'on veut éliminer. — 148. On peut calculer directement chaque in- 
connue par cette méthode. — 149. Le système admet, en général, une 
seule s(Hution. — 150. Résolution d'un système de trois équations à 
trois inconnues. — 151. Application à des exemples. — 152. Règle 
pour résoudre un système de n équations à n inconnues. — 155. Ap- 
plication à un exemple. — 154. Méthode de Bezout, dite des multipli- 
cateurs indéterminés. — 155. On peut, dans cette méthode, calculer 
directement toutes les inconnues. — 156. Application.— 157. Exemple 
dans lequel les coefficients sont de grands nombres.— 158. Cas particu- 
lier où les inconnues n'entrent pas toutes dans chaque équation; le cal- 
cul est plus simple.— 159. Exposé de quelques artifices particuliers, qui, 
dans certains cas, conduisent plus rapidement à la solution.— 160. Cas 
où le nombre des équations surpasse le nombre des inconnues ; le sys- 
tème est, en général, impossible. Si les coefficients sont littéraux, on est 
conduit à des équations de condition. — 161. Cas où le nombre des 
inconnues est supérieur à celui des équations ; le système est, en géné- 
ral, indéterminé. — 162. Cas d'impossibilité ; l'impossibilité se mani- 
feste par une égalité absurde, 10 = 12. — 165. Cas d'indétermination ; 
l'indétermination se manifeste par une égalité identique, = 0. 

EXERCICES. 

I. Résoudre le système } * J'~ ' 

^ ( ax — oy=:c. 

OntrouTc: *=-^qT' y^'^TÇh' 

II. Résoudre le système 
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m. Résoudre le système 

V » y 

Oû prend - et -- pour inconnues auxiliaires, et Ton trouve : 
w y 

ap^bq' ^ bp^aq' 

IV. Résoudre le système 

r (a»-60(5x+3y) = 2a6(4a-&), 

(ïûtrouTa: «=-^, y=-^. 

a-i-6' ^ a— & 

V. Résoudre le système 

ÎVy— v^20— 0?= Vy— «» 
3^20^=2 v'y^. 

On trouve: «=16, y = 25. 

VI. Résoudre le système 



/ «— yH-x=:0, 
' (a- 



(aH-&)a?-(a+c)y+(&+c)jsf==0, 
V 06»— acy-i-6cjjf = l. 
On trouve : 

y__ 1 _ 1 1 

(a-c)(6-o)' ^-(a-b)(&-c)' ^-(JITSJTSZrcy 

VII. Résoud e le système 

î-^y+J="» 

;+i+y-^' 

1,1,1 
\y + 3-^; = ^- 
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On trouve, en posant g(a+&+c4-d)=:«, 

*— s— d» »•"« — c' *— &* «—a 

VIII. Résoudre le système 

On trouve : 

«=— (a+b+c+d), y=ab4-a«+ad+5c+W+«ï, 
jj=:— (abc+abd+acd+bcd), w = al>C(î. 

IX. Résoudre le système 

er-(i)"-(r='' 

o*» + b» + c* = d», 
ag» _ y _ y . 

Qm+» J^«H» c**» ' 

et éliminer a, 5, c, entre ces équations. 
On trouve : 

©■=©■• ©"=©■■ (r=(r' 
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et 



X. Résoudre le système 

et calculer 
On trouve: 



i + y+jj-d' 



puis: 
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XI. Résoudre le système 

J hy+m(x+v+x)=:ly 
i cx+m{v+x+y)=zp, 
V dt? + m(a;4-v+jSf)=g. 

On cherché d'ahord la somme s des inconnues: 

k{b'm){C'm){d'm)-+- l(a'm){c-m)(d-m)+p{a-m){b'm)(d-m)-hq{a' m)(b-m)((;-m) 
" (a-m)(6-mXc-wi)(d-m)-+-fîi { (b-w)(c-m)(d-w)-+-(a-m)(c-m)(d-fr»)-4-(a-mX<'-în)(d-m)-h(a-m)(d-m)(c-w)) * 

Puis oh a : 

k^ms ?— mg p — ms q-^ms 

XII. Résoudre le système 

^' , y , ^' -1. 

et calculer a;' + i/*+2». 

On obtient la solution d*une manière élégante , en remarquant que l'expression , 



1- 



a — b' a— c»* 



est nulle, en vertu des équations proposées , pour a = p', a=iJi», a = v«; et 
qu'elle est, par conséquent, (79) , de la forme M(a— p') (a— jjl') (a— v'). On voit 

aisément, d'ailleurs, que M= ^k^\( ^ ,\ ■ -^i^si on a identiquement, en 

vertu des équations : 

X* y' • %* _ (a-p«)(«-ti.«)(«.~v' ) 

a a— b' a— cV"" a(a— b') (a— c') * 

Si Ton multiplie les deux membres par a, et qu'on fasse ensuite a=0, on 
trouve : 

Si l'on multiplie de même par (a— &') , et qu'on fasse ensuite a=b*, on a : 

. (p«-b')(ti'-b«)(v«-b«) 

y — b'(b'— C) 
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Eafin, si l'on multiplie par (a— c'), et qu'on fasse ensuite a=c», on a : 

^, i(p'-~C')(tiL'--C')(v'-C*) 

Puis on trouve : as * + y ' + ji' = p' 4- jii.' + V — 6' — C. 
XIII. Résoudre le système 

l=a;-i- y4-«4-tt + v + w? + t, 

0= « 4- ay + &2 + <^w + dt? 4- eu? H- /îf , 

0=a?4-a»y4-t'«4-c=»u + (iH3+eHr+r^ 
0=a?+a*y+b*i4-cH«4-d«i7 4-eH(;+J<t, 

0=a? + a*y + b*af + c*u+d^-HeHc4-r^ 
0^ ap 4- o*y + l^*a 4- c«a+ d«i? + e«M? + /«t. 

On'multiplie les équations par Xi, Xa, X3, X4, >5, >«, X7, et on les ajoute. Pour 
ayoir la valeur de », par exemple, on égale à zéro les coefficients des six autres 
inconnues ; et l'on a six équations de la forme , 

(1) X,4->'2»4-X3«'4->4«'4-Xj^4->««*4-X,««=0. 

Celte équation devant être vérifiée pour «=a, « = &, «=c, ....« = /', son 
premier membre est identiquement égal au produit 

(2) Us-a) («-&) (s-c) (s-d) («-e) («-n. 



Or, on a alors: 



">i4->24-....4-X7' 



Et, comme la valeur de >i correspond à *=0, et celle de Xi4-Xa4-, . . .4-X7 à 
» = I , on fait ces hypothèses dans (2) ; et Ton trouve : 

ahcdef 



^-(l-o)(l-«>)(l-c)(l-d)(l-e)(l-n* 

De même, pour avoir t/, on reconnaît que Téquation (1) doit être vérifiée pour 

s=:\,s = b, s = c, . . . . « = f, et que son premier membre est, par suite, 

>,(«-!) (s-b) {s-c) («-d) (s-e) («-H ; 
et Ton trouve : , * • 

hcdef . 

^""(a— l)(a— &)(a— c)(a-d)(a-c)(a-n' 



de même : 



__ acdef 

«-(b-l)(b-a)(b-c)(&-d)(b-e)(&-n' 

àbdef 

«-(c-i)(c-o)(c-b)(c-d)(c-c)(c^n' 

ahcef 

^"" (d-1) (d-'a)(d''b) (d''C){d''é){d-fy 

__ ahcdf 
^-(e-i)(e-a)(c-b)(e-c)(c-d)(c-n' 
obcd« 

r= 



(/^-l) (/-o) (f-b) (/--c) (/--d) (f-e) 
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XIV. On donne les six équations : 

— «* — y» -1- ;f> =sa*, 
— a/» — y^ 4- ji* =— o», 

—«« — y"» 4- js"» =— a»; 

— a»*— yy" 4- jifa* =0, 
— aar'— yy' + JSf»'=0. 

On demande d*en déduire, 

On fait, d'une part, le produit dés trois premières équations, et , de Tautre, 
le carré indiqué; et Ton reconnaît, à l'aide de quelques transformations, que 
les deux résultats sont identiques, en vertu des trois dernières équations. La 
Térification n'a d'autre difficulté que sa longueur. 
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CHAPITRE V. 

RÉSOLUTION DES PRORLÈMES DU PREHIER DEGRE. 

164. La résolution d'un problème comprend trois parties 
distinctes : 1** la mise en équation; 2*» la résoliUion des équations; 
3* la discussion de la solution. 

On dit qu'un problème est du premier degrés lorsque l'on est 
conduit, pour le résoudre, à des équations du premier degré. 
Nous avons appris, dans les chapitres précédents, à trouver les 
solutions de ces sorteé d'équations : nous n'avons donc à nous 
occuper maintenant que de la première et de la troisième 
partie. 

S !• De la mise en équation. 
t6S. RÂGLE POUR LA MISE EN ÉQUATION D*UN PROBLÈME. NoUS 

avons déjà dit (135), qu'il est impossible de donner, pour ob- 
tenir les équations d'un problème, une règle complètement 
générale : on se borne ordinairement à l'indication suivante. 

Après avoir étudié avec soin V énoncé du problème j on représente 
par les lettres x, y,... les nombres dont la connaissance fournirait 
la solution : on indique sur ces lettres et sur les données la série des 
opérations que Von devrait effectuer y siy après avoir trouvé les valeurs 
des inconnues, on voulait vérifier qu'elles satisfont à toutes les con^ 
ditions de V énoncé. Ces calculs de vérification conduisent, en général, 
à des résultats qui doivent être égaux : en égalant les formules qui 
représentent ces résultats^ (wi obtient.les équations du problème. 

Montrons, par quelques exemples, comment on peut appli- 
quer cette règle. 

166. Pboblème I. Un réservoir plein Seau peut être vidé par 
deux robinets A, B, d'inégale grandeur. On ouvre le robirhet A, et 
Ton fait couler le quart de Veau, Puis on ouvre le robinet B, et on les 
laisse couler tous les deux. Le réservoir achève de se vider; et U em- 
ploie, pour cela, cinq quarts d'heure de plus que le premier A n'a 
mis de temps pour vider le quart de Veau, Si Von eût ouvert les deux 
robinets dès le commencementy le réservoir eût été vidé un quart 
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d'heure plus tôt. On demande combien de temps il faudrait au robi- 
net A, sHl était seul ouvert^ pour vider le réservoir. 

Soît X le nombre d'heures employées par le robinet A pour 
vider seul le réservoir. 

Pour en vider le quart, le robinet A emploie un temps ^. 

Pour vider les trois autres quarts, les deux robinets, ouverts 

ensemble, emploient un temps r + /:• 

Par suite, pour vider le réseiToîr entier, ils emploient les - 

se ô 

de ce temps, ou ô + ô* 

D'un autre côté, le temps total employé dans l'expérience, 
pour vider d'abord le premier quart à l'aide de A, puis les trois 

autres quarts à l'aide de A et B, est j+ (?+/:)> ou |+7- 

Puisque ce temps est supérieur d'un quart d'heure à celui qu'au- 
raient employé A et B ouverts ensemble dès l'origine, c'est-à- 

X & 

dire à + ô > ^^ ^ ^^^^ l'équation : 

^ , 5_a? , 5 1 

3"^3""2"'"4 V 



qui résolue, donne : x=k^. 

Vérification. Le temps employé par le robinet A, pour vider le 
quart du réservoir, est 1 heure : par suite le temps employé par 
les deux robinets, pour vider les trois autres quarts, est 1** + f», 
ou f" : et le temps qu'ils emploieraient à vider le réservoir en- 
tier est les I de î d'heure, ou 3 heures. D'un autre côté, dans 
Texpérience, le réservoir a été vidé en 1^+1**, ou en 3*» 1/4; 
l'expérience a donc duré { d'heure de plus, comme l'exigeait 
l'énoncé. 

167. Problème IL Un renard^ poursuivi par un lévrier, a 
60 sauts d^ avance : il en fait 9, pendant que le lévrier n'en fait que 6 ; 
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mais 3 sauts de lévrier valeiU 7 sauts du renard. Combien, le lévrier 
ferort-il de sauts^ avant d^ atteindre le renard ? 

Soit a; le nombre de sauts que fera le lévrier, avant d'atteindre 

le renard. 

Puisque trois sauts de lévrier valent sept sauts de renard, 

Ix 
a? sauts de lévrier vaudront — sauts de renard : première ex- 

pression du chemin (évalué en sauts de renard), que doit par- 
courir le lévrier. 

D'un autre côté, pendant que le lévrier fait 6 sauts, le renard 
en fait 9 : donc, pendant que le lévrier fait x de ses sauts, le 

9â/ 
renard fait — des siens ; et, puisque ce dernier a 60 sauts d'à- 

vance, 60 -f- -^ est une seconde expression du chemin (évalué 

9 / 

avec la même unité), que doit faire le lévrier. 
On a donc l'équation : 

7a? . 9x 

qui résolue , donne : a? = 72 sauts. 

Vérification. Les 72 sauts de lévrier valent J de 72 ou 168 sauls 
de renard. Or, pendant que le lévrier fait 6 sauts, le renard en 
fait 9 ; donc pendant que le lévrier en fait 72, le renard en fait 
108; et ces 108 sauts, ajoutés aux 60 sauts que ce dernier a 
d'avance, complètent bien les 168 sauts de renard, chemin du 
lévrier. 

168. Problème III. On demande de trouver un nombre de quatre 
chiffres^ sachant : 1* que le chiffre des centaines est égal à la somme 
du chiffre des unités et de celui des dizaines; 2* qvs le chiffre des di- 
zaines est égal au double de la somme du chiffre des mille et de celui 
des unités; 3" qu'en divisant le nombre par la somm^ de ses chiffres^ 
on a pour quotient 1 09 et pour reste 9 ; 4« qu'enfin en retranchant le 
nombre du nombre formé avec les m£mes chiffres rangés dans V ordre 
inverse^ on obtient pour reste 819. 

' Désignons para?, y, z, v les chiffres des unités, des dizaines, des 
Alg. él. B. Il 
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centaines et des mille. La première condition donne immédia- 
tement l'équation, 

[1] x= x+ y, 

et la seconde, [2] y=2v + 2x. 

Le nombre cherché a pour valeur lOOOv+lOOz-f lOy + ir.- 
donc la 3« condition donne Téquation : 

[3] 1000t? + 100z+10y+a? = 109(a? + y+2r4.v) + 9. 

Enfin la quatrième condition fournit Téquation : 

[4] 1000a?+100i/4.10z+v— (1000t;4-100z+10î/+a?)=819. 

Avant de résoudre ce système de quatre équations, on sim- 
plifie les deux dernières, qui se réduisent à 

[3] 99v_ z—Uy-^ 12a?=l, 

[4] lllx+lOy— lOz— lllt? = 91. 

On élimine d'abord z entre [1], [3] et [4], et l'on trouve: 

[5] 99t? — 12y— 13a?=l, 

[6] lOla;— lllt)=91. 

Puis on élimine y entre [2] et [5], ce qui donne : 

[7] 75v — 37a?=l. 

Enfin on élimine x entre [6] et [7] : et Ton trouve : 

et, par suite, a?=2, y =6, « = 8. 

Le nombre cherché est donc 1862. 

La vérification se fait immédiatement 

169. Problême IV. Cinq joueurs A, B, C, D, E cùnviennetUj que 
le perdant doublera la somine d'argent possédée par chacun des 
quatre autres, à la fin de chaque partie. Le jousur A perd la première 
partie et paye : le joueur B perd là seconde, G la troisième^ D la qua- 
trième et E la cinquième. Lorsque le joueur E a payé sa dette^ il ar* 
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rive que chaque joueur possède la même somme a. On demande 
quelle était la fortune de chacun^ avant de jouer, 

Désignous par x^ y, x^ Vy t les sommes que les joueurs appor- 
t'^Dt au jeu. Après la première partie, l'état des bourses est 
consigné dans le tableau suivant : 

A.... ^x — y— z— V— ^ 

B....2y, 

G • • • • 2Zf 

D,... 2v, 

E . . . . 2^ 
Après la seconde partie, où B perd, il devient : 

A.... 2a?— 2y — 2z— 2t)— 21, 

B.... 3y — X — z — V— I, 

G....4Z, 

D.... 4t), 

E . . . . 4f. 
Après la troisième partie, où G paye, on trouve de même : 

A....4a?— 4y — 4jr— 4v— 4J, 

B, . . . 6y — 2a?— 2z— 2tJ— 21, 

C....7Z — X —y —V — « , 

1) • • • • oVf 
E • • • • 8^« 

On voit de même que l'état des bourses, après la quatrième 
partie, puis ajurès la cinquième, est : 

%• Partie. S* Partie» 

A.... 8a?— 8y — Sz—Sv—St^ 16a? — 16y— 16z— I6tj — 16^ 

B 12y— 4a?— 45— 4v— 4r, 24y— 8a?— Sz— 8v— ; 8^ 

C....14Z— 2a?— 2y— 2v— 2^ 28z— 4a?— 4y— 4t?— 4(, 

D....15tJ— a?— y— jy— t, 30î)— 2aî— 2y— 2z— 2r, 

E....16^ Zlt— X— y— X— V. 



Digrtized by 



Google 



164 LIVRE II. 

On a donc, d'après renoncé, les cinq équations : 

[1] 16a?— 16y— 16^^ 16u — 16(=a, 

[2] 24t/— Sx— 8z— Sv— St=a, 

[3] 2Sz— kx— 4y— kv— kt=a, 

[4] 30v— 2x— 21/ — 2r— 2r=a, 

[5] SU— X— y — z — v=a. 

Une vérification se présente immédiatement. Si l'on ajoute 
les cinq équations, membre à membre , on a : 

[6] a?+i/+z-|-t)+^=5a. 

Ce que l'on devait prévoir, puisque la somme totale des enjeux 
doit être la même à la fin de la cinquième partie qu'avant la 
première. Cette équation [6] peut d'ailleurs remplacer l'une des 
cinq premières. 
En ajoutant les équations [5] et [6], on a immédiatement : 

32«=6a; d'où t = ^. 
' 32 

En doublant l'équation [6] pour l'ajouter à l'équation [4], on a : 

32t; = lla: d'où t)=:-— -. 
' 32 

De même, en multipliant l'équation 16] par 4, par 8, et par 16 
successivement, et en ajoutant respectivement les produits aux 
équations [3], [2], et [1], on trouve : 

**« «• / 21a 

32z=2la; /z = — , 

;32y=4lâ; d'où |y=^, 

f 81a 

32a?=81a; \^ = -5^» 

On vérifiera ces résultats, en formant l'expression de la for- 
tune de chaque joueur à la fin de chaque partie. 

170. Il arrive parfois que les conditions d'égalité, données 
par l'énoncé, paraissent surabondantes. 
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Problème V. Un père partage son héritage entre ses enfants de la 
manière suivante : il donne au premier une somme a et la n"* par- 
tie du reste : il donne au second une somme 2 a «( la n"* partie de 
ce qui reste, après le prélèvement de ces sommes : il donne au troi- 
sième une somme 3sl et la n"* partie de ce qui reste. Et ainsi de 
suite. Il arrive que Vhéritage est entièrement partagé^ et que tous les 
enfants ont reçu des parts égales. On demande la valeur de thèri- 
tagcy le nombre des enfants et la part de chacv/n d'^ux. 

Désignons par x la valeur de Théritage. 

La part du premier enfant est : a + -^— • 9 ou ' v /^ , 

Il reste pour les autres : a? — ^ "^ ^^~ ^ ^ , ou vLZLJJElZ^. 
^ n ^ n 

Le second enfant prend d'abord 2 a. 

Ilre8tealors:^!illil^=^-2a, ou (»-l)^-(3»~l)V 
n ' n 

La part du second enfant est donc : 
c.^ I (n— l)a?-(3n-l)a (n—\)x+{2n'—3n+l)a 

Puisque, d'après l'énoncé, les parts doivent être égales, on 
aura l'équation : 

x + (n-'i)a _ {n—l)X'\-{2n*'-Sn+l)a 
n n* 

En résolvant cette équation, on trouve : 
x={n — l)'a. 

Comme nous n'avons employé, pour trouver la formule de 
l'héritage, que les expressions des deux premières parts, il est 
nécessaire de calculer leurs valeurs, et de constater qu'elles sont 
égales à celles dont l'expression n'a pas servi; puis de détermi- 
ner le nombre des enfants. Or, la part du premier est : 

x4-(n — l)a (n — l)*a+(^ — 1)^ / i\ 

--i-^ ^, ou i ' — ^-^^ ^, ou (n — l)a. 
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La part du second est : 

(n— l)a?-f (2n»— 3n + I)a _ (n— l)»a4-(2ti' — 3n + l)a 

(n^ — n*)a . . 

n« ""^ ' ' 

La part du troisième est, d'après Ténoncé : 

^ , £c— 2(n— l)a — 3a a? + (n — l)a , ,. 
3a-4 i <• = — ^-^ i-=:(n— I)a. 

EtTon verrait de même, que toutes les parts sont égales à (n—l)a. 
En divisant la valeur de l'héritage par la part d'un enfant, on 

aura le nombre des enfants. Ce nombre est donc (n — 1). 
Et l'on reconnïiît que toutes les conditions de Ténoncé sont 

remplies. 

i7i. Emploi d'inconnues auxiluires. Lorsque l'énoncé d*uu 
problème ne permet pas d'apercevoir aisément les relations qui 
doivent exister entre les données et les résultats, on peut quel- 
quefois faire usage ù!inconnw,s auxiliaires^ que l'on élimine en- 
suite entre les équations qui les renferment. En voici un exem- 
ple, tiré de Y Arithmétique universelle de Newton: 

Problème VL // a fallu n bœufs pour manger ^ en t jours^ Vherbe 
(Tun prêt dont la surface est a, ainsi que celle qui y croissait unifor^ 
mément pendant ce temps. R a fallu n' bœufs pour manger^ en M 
jours, Vherbe d'un autre pré, dont la surface est a', ainsi que celle 
qui y croissait uniformément pendant ce temps. On demande com- 
bien il faudra de bœufs, pour manger en Q jours, l'herbe d'un troi- 
sième préj dont la surface est a, ainsi que Vherbe qui y croît u/nifor^ 
mément pendant ^e temps. 

On suppose que la hauteur de l'herbe était la même dans les 
trois prés, avant Tintroduclion des bœufs; et on la désigne par 
y : on suppose encore que l'allongement de l'herbe, en un jour, 
est la même pour les trois surfaces ; et on la représente par z : 
y et z sont des inconnues auxiliaires. Soit, d'ailleurs, x le nom- 
bre des bœufs à introduire dans le troisième pré. 

Puisque la hauteur de l'herbe, dans le premier pré, croit 
chaque jour d'une quantité z, son accroissement, pour t jours, 
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sera tz; et la hauteur totale de l'herbe serait y + tz, au bout de 
ce temps. Par suite, le volume total de cette herbe est a{y+tz). 
Or cette quantité est mangée par n bœufs, en t jours : donc un 
seul bœuf, en un jour, en mange une quantité représentée par 
l'expression 

Il est évident, que les quantités mangées par un bœuf, en un 
jour, dans le second et dans le troisième pré, sont respective- 
ment 

a'{y + t'z) ' o^{y+^z) 

Gomme ces quantités doivent être égales, on a ainsi les équa- 
tions : 

aiy+tz) __ a'(y+fz) __ aL{y + Bz) 
nt nY ôo? 

On tire d'abord de la première y en fonction de z; ei l'on 
trouve : 

(cm! — a'n)ttz 

y^^ alni—o/rit * 

Puis, ou remplace dans la seconde 

a(y+tz) _ (i(y'^Bz) 
nt ôo? ^ 

y par cette valeur : z disparaît delui-mème ; et l'on trouve enfin : 

_ a(anY(e— Q-f a^n<(r--6){ 
^~ aa'Q(Jf — t) 

Newton donne l'application numérique suivante : 
a = 3 ^ arpents, t = 4 semaines, n = 12 bœufs, 
a'= 10 t'= 9 n':;=2l 

a= 24 Ô=18 a? =36. 
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S II. De la discussion. 

172. Ce que c'est que discqter une solution. Lorsqu'on a 
mis un problème en équation, et qu'on a résolu le système ainsi 
obtenu, la solution convient aux équations, à moins qu'elle ne 
se présente sous une forme illusoire dont nous parlerons plus 
loin. Mais cette solution ne convient pas toujours au problème 
posé. Il peut arriver en effet, que certaines conditions, imposées 
aux inconnues par la nature de la question^ mais non repro- 
duites par les équations, rendent le problème impossible. Étu- 
dier les causes de cette impossibilité, c'est discuter la solution. 

Lorsque les données sont représentées par des lettres, et que, 
par suite, les valeurs des inconnues sont exprimées par des for- 
mules, il peut arriver que le problème ne soit possible, qu'autant 
que les valeurs des données sont renfermées entre certaines li- 
mites. Déterminer ces limites, en dehors desquelles il y a im- 
possibilité, c'est discuter la solution. 

Enfin, étudier toutes les circonstances remarquables que peu- 
vent présenter les formules, entre les limites déterminées par la 
discussion, c'est encore discuter la solution. 

Donnons quelques exemples. 

173. Problème VU. Dans une société de 10 personnesy on a fait 
une collecte pou/r les pauvres : chaque homme a donné 6 francs y chaque 
femme a donné 4 francs. La somme totale recueillie estdekb francs. 
On demande combien il y avait él hommes^ combien de femmes? 

Soient a? et y les nombres d'hommes et de femmes. On a d'a- 
bord: 

[1] x+y=\0. 

Puisque chaque homme a donné 6 francs, x hommes ont 
donné 6 a;. 

Puisque chaque femme a donné 4 francs, y femmes ont donné 
4y. Donc on a: 

[2] 6a?-}-4y=:45. 
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En résolvant ces deux équations, on trouve : 

Discussion. Cette solution fractionnaire est la seule qui con- 
vienne aux équations : d'ailleurs, ces équations sont la traduc- 
tion fidèle et complète de l'énoncé. Donc le problème ne saurait 
avoir d'autre solution. Mais la nature de la question exige que la 
solution soit composée de nombres entiers : puisque les nombres 
trouvés sont fractionnaires y le problème est impossible, • 

174. Problème VIII. Une personne emploie un ouvrier pendant 
1*3 journées dCétéj et lui retient swr son salaire 22 francs pow quel- 
ques dégâts qu*U a causés. Une autre fois^ elle emploie le mime oU" 
vrier pendant 17 journées cF hiver; elle lui donne par jour 2 francs 
de mmns que pour une journée (fêté : mais elle ajoute à son salaire 
28 francs pour le récompenser de son zèle. Chaque fois, V ouvrier a 
reçu la même somme. On demande le prix dune journée d'été. 

Soit X ce prix; (a? — 2) sera le prix d'une journée d'hiver. 

La première fois, l'ouvrier a reçu (13a? — 22). 

La seconde fois, il a reçu 17(a?— 2) + 28. 

On a donc l'équation : 

17(a?— 2) 4- 28 = 13a? — 22. 

En la résolvant, on trouve x= — 4. 

Discussion. Cette solution négative vérifie l'équation, et la vé- 
rifie seule. Le problème, dont cette équation traduit l'énoncé, ne 
saurait donc en avoir d'autre. Or la nature de la question exige 
que la solution soit un nombre positif: puisqu>e ce nombre est néga- 
tif , le problèm^e est impossible. 

175. Problème IX. Trouver un nombre de deux chiffres, tel que 
le quadruple du chiffre des unités surpasse Su/ne unité le triple du 
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chiffre des dizaines; et qu*en retranchant de ce nombre le nombre 
renversé ^ on ait 36 powr reste. 

Soient x le chiffre des dizaines et y le chifTre des unités : on 
a évidemment les équations : 

[1] 4y-3x = l, 

[2] 10a?+2/— lOy — a? = 36. 

En résolvant ce système, on trouve a? = 17, y =13. 

Discussion. Cette solution entière et positive est la seule qui vé* 
rifie les équations. Le problème n'en peut donc pas admettre 
d'autre. Mais la nature de la question exige que les deux nombres 
cherchés soient plus petits que 10 : puisqu'ils dépassent cette limite^ 
le problème est impossible. ^ 

Ces exemples suffisent pour montrer que la solution d'un 
système d'équations peut ne pas convenir au problème qui Fa 
fourni, parce qu'elle ne remplit pas certaines conditions impo- 
sées aux inconnues, conditions qui ne sont pas formellement 
écrites dans les équations. Mais ce n'est là qu'un des points de 
vue sous lesquels on peut envisager la discussion des problèmes. 
Il en est un autre beaucoup plus important : nous voulons parler 
des solutions négatives et de leur interprétation. 

% III. Des solutions négatives des problèmes du premier degré à une 
inconnue. 

176. Solutions négatives des équations. Il n*y a aucune 
remarque à faire sur les nombres négatifs que l'on rencontre 
comme solution d'une ou de plusieurs équations. Ces nombres, 
substitués aux inconnues et traités conformément aux conven- 
tions, rendent le premier membre de chaque équation égal aa 
seconde 

Hais lorsque les inconnues représaitent des grandeurs à dé- 
terminer, il semble que les solution négatives, n'exprimait 
aucune grandeur, doivent être considérées comme un symptôme 
d'impossibilité, et, par suite, rejetées comme inadmissibles. C'est 
en effet ce qui aurait lieu, si dans la mise en équation on pou- 
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vait toujours exprimer, d'une manière générale et pour tous 
les cas, les conditions du problème proposé. Mais bien souvent 
il n'en est pas ainsi ; et les solutions négatives peuvent trouver 
alors une interprétation qu'il est important d'étudier. 

177. Théorème. Considérons d'abord une seule équation à 
une inconnue: 

[1] ax-\'b = a'x+V. 

Supposons qu'en la résolvant, on ait trouvé, pour a?, une valeur 
négative — a ; cela signifie que l'on a l'égalité : 

a(-.a) + 6 = a'(— a) + 6', 

c'est-à-dire , 6 — aa = 6' — a'a ; 

par conséquent, a?= + a est solution de l'équation : 

[2] b — ax=h' — a'!V. 

Si l'on compare les équations [l] et [2], on voit qu'elles ne 
diffèrent que parle signe des termes qui contiennent l'inconnue. 

Ainsi , toute solution négative d'une équation du premier degré à 
u/neincannuey étant prise positivement, satisfait à une équation que 
Von obtient, en changeant, dans la première, le signe des termes ou 
figure Vinconnue. 

178. Remarque. Il arrive souvent, comme nous allons le 
montrer, que cette nouvelle équation correspond à un pro- 
blème peu différent du proposé, et quelquefois à ce problème 
lui-même, entendu dans un sens plus général ; on obtient alors 
la solution du problème modifié ou généralisé, en prenant^ avec le 
signe -f- , la valeu/r négative trouvée pour t inconnue. 

Une pareille remarque ne peut être développée d'une ma- 
nière générale; il est essentiel d'étudier, à part, son applica- 
tion dans chaque question particulière. C'est ce que nous allons 
faire dans les problèmes suivants. 

179.' Problème X. Deux mobiles M et N, qui suivent une ligne 
droite, partent de deux points A e^ B, situés à une distance d Vun 
de Fauire (A à gauche^ B à droUe) ; Us marchent, dans le même sens. 
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de gauche à droite, avec des vitesses y et y'. Après combien de temps 
se rencontreront-ils ? 

Soit X le temps cherché; le premier mobile, dont la vitesse 
est V, parcourt un espace v dans l'unité de temps, et par suite, 
dans le temps a?, il parcourt vx; le second, pendant le même 
temps, parcourt l'espace v'x. Or, puisqu'ils partent en même 
temps, il faut, pour qu'ils se rencontrent, que le premier ait 
parcouru un espace d de plus que le second ; on doit donc avoir 
l'équation : 

[11 vx^v'x = d; 



d'où l'on déduit : a? = - 



Discussion. Si v est plus grand que v', cette valeur de x est 
positive, et fournit la solution demandée. Mais si v est moindre 
que v\ cette solution est négative. Pour Tinterpréter, remar- 
quons que, prise positivement, elle satisfait, en vertu du théo- 
rème (177), à l'équation : 

[2] tj'a? — va? = d. 

Or cette équation exprime évidemment, que le chemin par- 
couru par le mobile N surpasse de d le chemin parcouru par le 
mobile M; et cette condition répond à la question suivante : 

En supposant que les deux mobiles soient en marche depuis un 
temps indéfini, combien y a-t-il de temps qu'ils se sont rencontrés? 
Car, dans cette hypothèse, la rencontre a eu lieu à gauche de A. 

Si donc on veut donner cette extension au problème, la valeur 
négative de x exprime un temps déjà écoulé. 

On comprend d'ailleurs que, si l'on a v<v', le mobile M, 
qui est en arrière du mobile N, et qui va moins vite que lui, ne 
pourra pas le rencontrer ultérieurement ; mais qu'il a dû le 
rencontrer avant l'époque actuelle. 

180. Problème XL Les âges de deu<c individus sont a et h; 

Digitized by LnOOQlC 



DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 173 

après combien de temps Vâge du premier sera-i'il double de celui 
du second ? 

Soit X le temps cherché ; l'équation du problème est évi- 
demment : 

[1] a + a? = 2(6+a?); 

et Ton en déduit : a? = a — 26. 

Discussion. Si a est plus grand que 2 6, cette valeur de x est po- 
sitive, et fait connattre la solution. Mais, si a est moindre que 2 6, 
cette solution est négative ; prise positivement , elle satisfait 
alors (177) à l'équation, 

[2] a — a? = 2(6— a?), 

qui correspond évidemment à la question suivante : 

Cmibien y a-Uil de temps que Vâge du premier individu était 
double de celui du second? 

Si Ton accepte cette extension, la valeur négative de x exprime 
eiwore un temps écoulé. 

Remarquons que le rapport actuel des deux âges est-r; si 

donc il est plus grand que 2 (si a> 25), comme il va en diminuant 
à mesure que le temps s'écoule , il arrivera une époque où il 
deviendra égal à 2 : c'est le cas de la solution positive. Au con- 
traire, s'il est actuellement plus petit que 2 (si a < 26), comme 
il se rapproche toujours de l'unité, il ne sera jamais égal à 2 
dans l'avenir : il n'y a donc pas de solution dans ce sens. Mais si, 
en même temps, a est supérieur à 6, il y a eu une époque où le 
rapport des âges a été égal à 2 ; c'est cette époque qu'indique la 
solution négative. 

Ajoutons que, si a est inférieur à 6, le problème n'a évidem- 
ment pas 4e solution ; et l'on voit qu'en efifet la formule 
a? =2 6 — a, applicable à ce cas, donne à x une valeur plus 
grande que 6, qui n'est pas acceptable. 

181. Problème XII. On donne sur une droite^ deux points 
A et Bile premier est situé à gauche d'un point 0, à une distance a ; 
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et le second est situé à droite^ à une distance b. Déterminer^ mr 
cette ligne, un troisième point X, tel qu*en prenant le milieu M de BX, 
puis le tiers de ÂM à partir de A, le point déterminé coïncide avec 
le point 0. 



A X M B. 

Supposons que le point cherché X soit placé à droite da 
point 0. 

Soit X la distance OX , que nous prenons pour inconnue. 
Gomme on a évidemment, d'après la figure : 

( 6 = 0M + MB 
la?=OM — MX' 

et que MB =MX; il en résulte : 

OM=^î 

donc: am=(z + ^^. 

Mais» d'après l'énoncé, 

AM = 3AO = 3a. 
n en résulte l'équation : 
[1] 3a=a+^-±£; 

d'où l'on déduit : a? = 4 (z — b. 

Discussion. Si b est plus petit que 4a, cette valeur de x est 
positive, et donne la solution. Mais, si 4a est moindre que b, la 
solution est négative ; prise positivement, elle satisfait donc (i77) 
à l'équation: 

[2] 3a = a + ^, 

Or cette équation est celle à laquelle on est conduit, en suppo- 

Digitized by LnOOQlC 



DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 175 

sant le point X placé à une distance x, à gauche du point 0. Car, 
en faisant la figure pour cette hypottièse, on trouve aisément : 

/ 6 = 0M + MB, „ , ^^ b—x . .„ h — x. 

U=MX-OM; ^^^ 0M=-^, et AM = a + -^, 

donc [2] 3 a = a + "7" . 

Il résulte de là, que la valeur négative de x, fournie par Véqua" 
lion [1], doitj dans ce caSj être portée dans un sens opposé à celui que 
ron avait supposé dans la mise en équation. 

182. Remarque. Il ne faut pas croire que les solutions néga- 
tives s'interprètent tputes aussi naturellement que les précé- 
dentes. On ne doit pas même affirmer, d'une manière générale, 
qu'une valeur négative j trouvée pour un temps à venir ^ exprime un 
temps passé; ni que les longueurs négatives, à porter swr u/ne ligne, 
à partir d'une origine fixe y doivent toujou/rs être comptées en sens 
opposé à celui qui correspond aux valeurs positives. Il en est cepen- 
dant ainsi dans la plupart des cas; et nous allons en donner la 
raison. 

185. Pourquoi l'on doit compter dans le passé les valeurs 
NÉGATIVES BU TEMPS. Supposous quc, X désignant le temps qui 
doit s'écouler depuis l'époque actuelle jusqu'à un certam événe- 
ment, on ait trouvé, pour l'équation d'un problème : 

[1] B4-Aa? = B'4-A'a?. 

Si, au lieu de chercher le temps qui doit s'écouler à partir de 
l'époque actuelle, on avait cherché le temps qui doit s'écouler à 
partir d'une époque antérieure de t années ; si, par exemple, 
on avait pris pour inconnue la date de l'événement, en nom- 
mant Xi ce temps, on aurait évidemment : 

Xi = i'\-x; 

d'où: x = Xi—t; 

et, par suite, au lieu de l'équation [1], on aurait eu : 

[2] B + A(a?i-0=B' + A'(îri— 0; 
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et ce serait là Féquation du problème, si Ton prenait Xi pour 
inconnue. 

Supposons que la valeur de a?i, que l'on en déduit, soil posi- 
tive, mais moindre que t , et égale , par exemple, à (« — a) ; on 
aura, en la substituant dans l'équation [2], l'égalité : 

B— Aa = B' — A'a; 

par où l'on voit, que l'équation [1] a pour solution : 

a? = — a. 

Une solution négative^ x = — a , trouvée pour V équation [1] , 5*- 
gnifU donCj que F événement est postérieur de (t — «) années à une 
époque antérieure de t années à V époque actuelle^ c'est-à-dire qu'il 
précède de a années Vépoque actuelle, 

184. Remarque. L'équation [1] est construite, par hypothèse, 
pour des valeurs positives de x : par conséquent, l'équation [2] 
est construite pour des valeurs de Xt plus grandes que î, c'est-à* 
dire pour des époques postérieures à l'époque actuelle. En ap- 
pliquant cette dernière, comme nous l'avons fait, à une époque 
antérieure, nous avons fait une hypothèse qui pourrait n'être 
pas admissible. Le raisonnement précédent n'est donc pas tout 
à fait général. 

188. Pourquoi l'on doit compter, en sens contraire du sens 

CONVENU, les valeurs NÉGATIVES DES DISTANCES. SuppOSOUS 

maintenant que, x désignant la distance à porter sur une ligne, 
à partir d'un point donné 0, et dans une certaine direction, à 
droite par exemple, on ait trouvé, pour équation d'un problème, 

[1] B + Aa? = B'+A'a?. 

Si, au lieu de chercher la dislance du point inconnu à l'ori- 
gine donnée 0, on avait cherché sa distance Xx à une origine 0', 
située à gauche de la première, à une distance d, on aurait eu : 

a?i = d4-a?, ou x=-Xi — d\ 

et, par suite, au lieu de l'équation [1], on aurait eu, pour équa- 
tion du problème : 

[2] B + A(a7|— d) = B' + A'(a?i — d). 
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Supposons que celte équation fournisse pour Xi une valeur po- 
sitive, mais moindre que d, que je représente par {d—a); pour 
avoir la position X du point cherché, il faudra d'abord porter la 
distance d de 0' en 0, puis porter en sens contraire la distance « 
de en X. Le point cherché sera donc à gauche du point 0, et à 
une distance a de celte origine. Or, en substituant à Xt, dans 
l'équation [2], sa valeur (d — «), on a : 

B-Aa = B'— A'a; 

d'où il résulte, que l'équation [1] a pour solution : a; = ^ «. 

Une solution négative x= — a, trouvée pour l'équation [1], ^- 
gnifle doncy que le point cherché est situé à gauche du point 0, et à 
une distance a de cette origine. 

186. Remarque. Nous remarquerons, comme au n*» 184, 
que le raisonnement précédent n'est pas tout à fait général ; il 
suppose que l'équation [2], qui est construite pour les points si- 
tués à droite du point 0, puisqu'on l'a déduite de l'équation [1], 
s'applique aussi aux points situés à gauche. Or cela n'a pas 
toujours lieu; et nous en donnerons immédiatement un 
exemple. 

187. Problème XIII. Un chemin de fer prend 0',10, par tonne 
et par kUomètrey pov/r le transport des marchandises; on paye^ en 
outrCf un droit fixe de 3',75 par wagon de 2000 kilogrammes. A 
quelle distance peut-on transporter 50 tonnes pour 3 fr.? 

Soit X la distance cherchée. 

50 tonnes correspondent à 25 Mragons ; le droit fixe à payer 
est donc de 

3,75 X 25. 

En outre, pour le transport à la distance x, le droit propor- 
tionnel est : 

0,10X50X0?. 
Alg. él. B. 12 
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L'équation du problème est donc : 

[1] {3,75X25) + (0,10X50Xa?) = 3; 

et, en la résolvant, on trouve : 

a?= — 18,15. 

Discussion. Cette valeur négative ne signifie ici absolument 
rien. Car les prix du transport de 50 tonnes, à 18^,15, à droite 
ou à gauche du point de départ, sont exactement les mêmes; 
par suite, si le point cherché se trouvait à gauche, à 18^,15, 
comme semble l'indiquer la solution négative, il y en aurait uu 
autre, situé à droite, à la même distance ; et Téquation, qui est 
construite pour ce cas, fournirait la solution a? = + 18,15. On 
rçconnait, d'ailleurs, à priori, que le problème est impossible: 
car le droit fixe, étant 3^75 x 25, est supérieur au prix total que 
Ton devrait payer, pour ce droit et pour le transport. 

On "peut s'assurer que, dans ce cas, le raisonnement du 
n"" i8S est en défaut. En effet, supposons que, les 50 tonnes 
devant être portées vers la droite, on prenne pour origine un 
point situé à une distance d, à gauche du point de départ ; la 
distance Xt du point cherché à cette origine sera {X'\- d); et l'on 
aura a?=a?i — d. L'équation du problème deviendra donc : 

[2] 3,75 X25 + 0,10 X 50 X (a?i— d)= 3. 

Si cette équation (qui est construite pour les points situés à 
droite du point de départ, puisqu'on l'a déduite de l'équa- 
tion [1]), était applicable aux points situés à gauche, le raison- 
nement (i8S) pourrait être continué; et une valeur de a?i, posi- 
tive, mais moindre que d, correspondrait effectivement à un 
point situé à gauche. Mais l'équation [2] ne convient nullement 
au cas du transport effectué vers la gauche.. Dans ce cas, en 
effet, le chemin parcouru doit être représenté par d — Xi ; et il 
faut prendre, pour équation du problème, l'équation : 

[3] 3,75 X 25 + 0,10 X 50 X (d — a?,) =3, 

qui diffère de l'équation [2]. 
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S ly. Introduction des nombres négatifs dans l'énoncé d'un problème. 

188. Avantages de cette introduction. Il est quelquefois 
avantageux d'introduire des nombres négatifs dans les données 
mêmes d'une question. Pour montrer comment on peut y être 
conduit, et de quelle nature est l'avantage qu'on y trouve, nous 
reprendrons le problème du n* 179. 

Deux mobiles M et M' suivent la droite AA', en marchant dans le 
même sens AA' : M pari de A avec la vitesse v, en même temps que 
M' part de A! avec la vitesse V. Après combien de temps se ren^ 
contrent'Us ? 

En nommant x le temps inconnu, et d la distance AA\ on a 
trouvé l'équation (178) : 

va?— v'a? = (l. 

On a vu , que cette équation fournit la solution du pro- 
blème, lors même que v est moindre que v\ pourvu que l'on 
regarde la valeur négative de x comme représentant un temps 
déjà écoulé. 

Pour généraliser encore davantage, supposons que les deux 
mobiles ne marchent pas tous deux dans la direction AA' : on 
peut considérer trois cas distincts. 

1° Le mobile M marche vers la droite, et le mobile M' vers la 
gauche; 



A A' 

ils se rencontrent entre A et A', après avoir parcouru, l'un vx et 
l'autre v'x; et par conséquent l'équation du problème est : 

vx+v'x^d. 
2» M marche vers la gauche, M' vers la droite; 

À i' 

Les mobiles ne se rencontreront jamais ; mais en nommant x 
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le temps écoulé depuis leur rencontre entre A et A', ils auront 
parcouru, l'un vx et l'autre v'x^ quand ils seront arrivés, l'un en 
A et l'autre en A'. On aura donc : 

3« Enfin, si l'on suppose que les mobiles marchent tous deux 
vers la gauche» 



A A' 

la rencontre aura lieu à gauche de A ; et Téquation du problème 
sera, dans ce cas : 

Les équations relatives aux quatre cas sont donc, en ré- 
sumé : 

vœ—v'x=d, quand M et M' marchent vers la droite; 

vx'\-y'œ=d^ quand M marche vers la droite, M' vers la 
gauche ; 

vX'\'V'x=d, quand M marche vers la gauche. M' vers la 
droite; x désigne alors un temps déjà écoulé; 

v'o?— «a?=d, quand M et M' marchent vers la gauche. 

Or, ces quatre équations peuvent se réduire à une seule, ce 
qui est évidemment un avantage, si l'on convient de représen- 
ter par des nombres négatifs (— v), (— v') les vitesses dirigées 
vers la gauche. D'après cette convention, il faut, en effet, rem- 
placer dans la seconde des équations ci-dessus, v' par ( — v); 
dans la troisième, v par ( — v); dans la quatrième, v par ( — v), 
v' par (— v'). De plus, dans la troisième, oùTinconnue désigne un 
temps déjà écoulé, il faut remplacer a? par (—a?). 

Les équations deviennent toutes, par ces substitutions : 

vx—v'x=di 
en sorte que la formule , 

d 
x= ,j 

que l'on en déduit, convient à tous les cas. 
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Ainsi, Favantage que Von retire de Pintroduction des nombres né- 
gatifs dans les données d^vm qvsstiony est de réduire à une seule les 
équations qui correspondent aux différents cas du problème^ etj par 
suite ^ de ri avoir à considérer qu'une seule formule pour les ré- 
soudre. 

§ y. Des solutions négatives des problèmes da premier degré 
à deux inconnues. 

189. Théorâme. Nous n'avons considéré Jusqu'à présent, que 
les solutions négatives fournies par une équation à une incon- 
nue. Le cas de plusieurs équations donne lieu à des remarques 
entièrement semblables. 

Supposons qu'en résolvant le système : 

ax+hy =Cy 



l-^J \a'x+Vy= 



on ait trouvé, pour l'une des inconnues, ou pour toutes les deux, 
des valeurs négatives. Soient, par exemple, a?=a, i/=é— p. Ces 
valeurs satisfaisant aux équations [1], on aura les égalités : 

L^J \ a'oL—b'p=c'; 

et, par conséquent, les Valeurs a?=a, y=p, satisfont au sys- 
tème : 

ax — by =c , 



roi (ax—by=c, 
L^-l [a'x^b'y=c'. 



Ainsi, en prenant positivement la solution négative y =—p, 
on satisfait à pn système qui diffère du proposé par le change- 
ment de signe des termes en y. On verrait de même que, si la 
valeur de x était négative, on pourrait la prendre avec le signe+, 
pourvu qu'on changeât, dans les équations proposées, les signes 
de tous les termes en x. 

En général, lorsqu'en résolvant un système d'équations, on trouve 
pour quelques-^mes des inconnues des valev/rs négatives, on peut 
prendre toutes les valeurs des inconnues avec le signe -}-; elles sont 
alors les solutions d'un nouveau système, lequel ne diffère du sys' 
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tème proposé j que par h changemmt dé signe des termes qui con- 
tiennent les inconnues dont les valeurs sont négatives. 

i80. Rkmakqub. Les équatioiis nouvelles» auxquelles satisfont 
les valeurs négatives des inconnues prises positivement » cor* 
respondent quelquefois à un problème peu différent du proposé, 
ou à ce problème lui-même, entendu dans un sens plus géné- 
ral. On obtient alors la solution du problème modifié ou géné- 
ralisé, en prenant, avec le signe +> les valeurs négatives trou- 
vées pour les inconnues. Hais cette remarque, comme dans le 
cas des équations à une inconnue, ne peut être développée que 
sur des questions particulières. 

Considérons, par exemple, le problème suivant 

191. Problème XIV. Un réservoir , de capacité y y estrempliy dans 
un temps t, par n robinets^ versant chacvm, la nuéme quantité d^eaùj 
et par la pluie tombée unifonnément sur un toit dont la surface est s. 
Un autre réservoir^ de capacité v', est rempli^ dans le temps t', par 
n' robinets semblables aux précédents^ et par la pluie tombant uni- 
formémsnt sur un toit s' avec la même intensité que sur le toit s. Dé- 
duire de ces données la quantité d^eau^ x, versée par chaque robinet 
dans Vunité de temps, et la quantité y versée par la pluie^ pendant 
chaque unité de temps, sur chaque vmté de surface de toit. 

Puisqu'un robinet verse, dans l'unité de temps, une quantité 
d'eau égale kx,n robinets, dans le temps t, verseront nxt. 

La pluie versant, dans Tunilé de temps, une quantité d'eau 
égale à y, sur l'unité de surface, versera, dans le temps t, sur la 
surface 5, une quantité d'eau syt; on aura donc l'équation : 

[1] nxt'-\-syi=v. 

En exprimant que le second réservoir est rempli dans le 
temps fy on aura de même l'équation :; 

[2] n'xl! + s'ytf=zv'; 

et les équations [1] et[2] permettront de calculer x^y. 

Supposons maintenant, qu'en les résolvant, on trouve pour w 
une valeur positive «, et pour y une valeur négative— p. Il fau- 
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dra en conclure (189), que les valeurs ar=a, y =p satisfont aux 
équations : 

( nxt -^ syt=iv, 

[ n'xis'yt'=v\ 

Ces équations correspondent à un problème qui diffère du 
proposé, en ce que la pluie, qui remplit les réservoirs, doit être 
remplacée par une cause qui leur enlève une quantité d'eau pro- 
portionnelle au temps et à la surface ; par exemple, par Féva- 
poration du liquide. 

Si, au contraire, on trouvait pour a? une valeur négative, cette 
Taleur, prise positivement, satisferait aux équations : 

(syt — nxl =v, 

Ces équations correspondent à un problème qui diffère du 
proposé y en ce que les robinets qui versent de Teau dans les 
réservoirs, doivent être remplacés par un nombre égal de causes 
qui en enlèvent; par exemple, par des orifices ou par des pom- 
pes, enlevant une quantité x d*eau par unité de temps. 

192. Remarques. Les remarques faites(i85, 188), au sujet des 
valeurs négatives trouvées pour un temps ou pour une lon- 
gueur, s'appliquent sans modification au cas où les équations 
contiennent' plus d'une inconnue. 

Ajoutons qu'il y a d'autres grandeurs que les longueurs et les 
temps, qui peuvent être aussi comptées en deux sens opposés. 
Ainsi, les températures au-dessus ou au-dessous de zéro, les la- 
titudes (géographiques ou célestes) boréales ou australes, les 
forces attractives ou répulsives, l'actif ou le passif d'un négo- 
ciant, sont des grandeurs susceptibles d'être représentées par 
des nombres positifs ou négatifs. 

Remarquons enfin, en terminant, qu'il n'est pas nécessaire 
d'introduire les nombres négatifs dans l'énoncé des problèmes; 
on est libre de faire ou de ne pas faire ces conventions. Mais si 
Von veut généraliser les formules^ c'est-à-dire si Von veut qu'une 
seule et unique formule représente la solution (Vun problème dans 
tous les cas, ces conventions sont obligatoires; il faut représenter un 
changement de sens par un cha/ngement de signe. 
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S YI. Des solutions infinies ou indéterminées. 

193. Des solutions dites infinies. Lorsque la formule, qui 
fournit la solution générale d'un problème, se présente sous la 
forme fractionnaire, il peut arriver que certaines hypothèses, 
faites sur les lettres qu'elle renferme, annulent son dénominateur, 
sans annuler son numérateur. Cette formule prend alors la 

k 
forme ^= -g- Nous verrons, dans la discussion générale des for- 
mules (chap. vn), que Féquation qui Ta fournie est alors impos- 
sible. Mais il n*en est pas- toujours ainsi du problème qui y a 
conduit; on peut seulement affirmer que la quantité, prise pour 
inconnue, cesse alors d'exister. 
Prenons pour exemple la question suivante : 

194. Problème XV. Deux cercles^ de rayons R et r, non intérieurs 
Vv/n à l'autre^ sont situés dans un même plan; la distance de leurs 
centres esta. On demande le point où la tangente commune extérieure 
rencontre la droite qui joint les centres. 

Désignons par x la distance qui sépare le point cherché du 
centre du plus petit cercle. Si Ton joint chaque centre au point 
de contact correspondant, on forme deux triangles semblables, 
qui donnent immédiatement la proportion : 



[1] 




d*où Ton tire : 




[2] 


dr 



Discussion, Tant que r reste plus petit que R, la valeur de x 
est positive, et la formule permet de construire le point cherché. 
Si la valeur de r se rapproche de celle de R, celle de x augmente, 
puisque son numérateur crott, et que son dénominateur diminue ; 
le point s'éloigne donc sur la ligne des centres. Gomme on peut 
rendre la différence (R— r) assez petite, pour que la fraction [2] 
soit aussi grande que Ton voudra, les rayons des cercles peuvent 
différer assez peu, pour que le point soit aussi éloigné que Ton 
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voudra. Enfin lorsque, à la limite^ r =R, la fraction est devenue 
plus grande que toute grandeur assignable. Le point de rencontre 
s'éloigne donc alors indéfiniment^ et les deux droites, ne se rencon- 
trant plus, sont parallèles. On voit que, dans ce cas, Téquation [1] 

d I X 
prend la forme impossible: — 2— =1, et que la formule prend 

X 

dr 
la forme singulière : a?= — ; il n'y a plus alors ni équation ni for- 
mule, et le point de rencontre n'existe plus ; mais c'est précisé- 
ment dans ce résultat que consiste la solution du problème. 

195. RsifARQUE. Lorsque le dénominateur d'une fraction di- 
minue, la fraction augmente ; et elle peut augmenter indéfini- 
ment, si le dénominateur diminue indéfiniment. D'après cela, on 
dit quelquefois que, le dénominateur devenant nul, la fraction 
devient infinie; et l'on écrit qu'elle a pour solution 0?=» . C'est 
là une locution incorrecte; la fraction dont le dénominateur est 
nul ne représente rien. Si les données d'un problème varient de 
telle manière, que le dénominateur de la valeur de l'inconnue 
tende vers zéro, l'inconnue elle-même augmente sans limites ; 
mais, lorsque le dénominateur est actuellement nul, la solution 
n'existe pas, et Téquation est impossible. 

196. Des solutions indéterminées. Lorsque la formule, qui 
donne la solution d'un problème, se présente sous la forme frac- 
tionnaire, il arrive parfois encore, que certaines hypothèses par- 
ticuUères, faites sur lés lettres qu'elle renferme, annulent à la 
fois son numérateur et son dénominateur. Cette formule prend 

alors la forme a?=5« Nous verrons plus loin (chap. vn), que le 

système qui l'a fournie est alors, en général, indéterminé ; ce- 
pendant cette indétermination peut n'être qu'apparente. 
Donnons des exemples de ces deux cas. 

197. Problème XVI. On a deux lingots; le premier contient 
a grammes d'or et b grammes d'argent; le second contient 9! grammes 
d^or et b' grammes émargent. Quel poids de chacun de ces lingots 
faut-il prendre pour en former un troisième, contenant a grammes 
d!or et p grammes d'argent ? 

Soient xeiy les poids à prendre dans le premier et dans le 
second lingot. 
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Puisque le poids a-\-b contient a grammes d'or et b grammes 

eut/ 
d'argent, le poids a?, extrait du même lingot, contiendra , 

en or, — ^ en argent. 

De même, le poids y, extrait du second lingot qui pèse a'+6', 
contiendra -qr^ en or, et jr^rp en argent. 



On aura donc les deux équations : 
[1] 



I ax , ay _ 

Si Ton résout ce système, on trouve : 

(a+6)(«y-K) ,. (a' + b')(af^^ba) 

^— ab'—ba' ' ^"" ab'^ba' 

Discussion. Si Ton fait l'hypothèse, j ~ t? = §> les numéra- 
teurs et les dénominateurs des deux formules sont nuls; de sorte 
qu'on a : 

Û 

Pour interpréter ce résultat, remarquons que l'hypothèse ad- 
mise a pour conséquences : 



^^ ^ ^ - y - P . 

et que, si l'on remplace dans les équations [1] les coefficients des 
inconnues par leurs valeurs -^ts» ""zib» tirées des relations [2], 
les équations se réduisent toutes deux à l'équation unique : 
[3] a? + 2/=a + p. 

Il en résulte (t65), que le système [1] est indéterminé. Mais 
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k problème lui-mérm est inditermmé^ et admet une infinité de so- 
lutions. En effet, l'hypothèse admise exprime, que le rapport de 
For à l'argent est le même dans les trois lingots; donc, quelles 
que soient les quantités que Ton prenne dans chacun des deux 
. premiers, elles formeront évidemment un alliage au même 
titre. Ces quantités ne seront astreintes qu'à vérifier l'équa- 
tion [3]. 

198. Problême XVII. Calculer la surface (Tun trapèze, dont on 
donne les bases B et b, et la hautew h, en la considérant comme la 
différence des surfaces des deux triangles que Von obtient^ en prolon- 
geant les deux côtés non parallèles jusqu'à leur rencontre. 

Désignons par x l'aire cherchée; et prenons pour inconnues 
auxiliaires les hauteurs y ei z des deux triangles. Les surfaces 
de ces triangles ayant pour expressions ^By et i-bz^ on a d'a- 
bord l'équation : 

[1] x = ^{By--bz). 

Comme les deux triangles sont semblables, les bases sont pro- 
portionnelles -aux hauteurs; donc 

Enfin, la hauteur h étant la difTérence des hauteurs y et z, 
[3] , y^z=h. 

Pour éliminer les inconnues auxiliaires, on remarque que 
Téquation [2] donne : 

y — jg _ B — fr y — jg __ B — 6 . 
y "~ B ' z ~ b ^ 

d'où, en vertu de Téquation [3] : 



Bh bh 
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En substituant ces valeurs dans Féquation [1], on obtient enfin : 

h V—V" 

' Discussion. Tant que h n'est pas égal à B, cette formule 
donne, pour la surface du trapèze, une valeur parfaitement dé- 
terminée. Mais si l'on suppose 6 = B, la formule se présente 

sous la forme a?= ^ ; et le problème paraît indéterminé. Cepen- 
dant cette indétermination n'est qu'apparente; car, dans ce cas, lé 
trapèze devient un parallélogramme, dont la surface est égale 
à Bh. On peut, d'ailleurs, tirer de la fraction cette expression 
de la surface, si Ton remarque que le facteur (B — 6) divise 
(B*— b% et qu'en supprimant ce facteur commun, il vient : 

formule connue de l'aire du trapèze, laquelle devient effective- 
ment, x=Bh^ dans le cas où 6 = B, 

199. Remarque. On voit que, lorsque Ton rencontre une for- 
mule, qui, par suite d'hypothèses particulières, prend la forme 

-, il ne faut pas se hâter d'affirmer que le problème, dont elle 

donne la solution , est alors indéterminé. Il peut arriver que 
l'indétermination ne soit qu'apparente, et qu'elle tienne, comme 
dans l'exemple précédent, à la présence d'un facteur commun 
aux deux termes , facteur qui devient nul en vertu des hypo- 
thèses admises. On doit alors y avant toute hypothèse^ supprimer ce 
facteur commun^ et faire ensuite, dans la formule ainsi simplifiée^ 
les hypothèses convenue : on obtiendra ainsi la vraie valeur de 
la fractiœiy pour ce cas particulier. 

Supposons, par exemple, qu'on ait trouvé, comme solution 
d'un problème : 
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et que la discussion amène à faire l'hypothèse , a= 1. Les deux 

termes s'annulent, et la fraction prend la forme -• Or, les deux 

termes étant des polynômes entiers en a, on sait (76) qu'ils sont 
divisibles par (a — 1). On effectuera donc cette division, et l'on 
trouvera la formule simplifiée : 



__ a* — 2a4-2 



formule qui, pour a= 1, prend la valeur x = -. 

o 

RÉSUMÉ. 

164. Ce que comprend la solution d'un problème. — 165. Règle pour la 
mise en équation d'un problème. — 166, 167, 168, 169. Exemples 
divers de mise en équation et de résolution. — 170. Cas où les condi- 
tions paraissent surabondantes. —171. Exemple de l'emploi d'incon- 
nues auxiliaires pour la mise en équation. — 172. Ce que c'est que 
discuter la solution d'un problème. — 173. Problème impossible, parce 
qu'on demande des nombres entiers, et qu'on trouve des nombres frac- 
tionnaires. — 174. Problème impossible, parce qu'on demande un 
nombre positif, et qu'on trouve un nombre négatif. — 175. Problème 
impossible, parce qu'on demande des nombres compris entre certaines 
limites, et que les solutions sortent de ces limites. — 176. Les solutions 
négatives d'un système d'équations peuvent quelquefois recevoir une in- 
terprétation. — 177. Toute solution négative d'une équation du pre- 
mier degré à une inconnue, étant prise positivement, satisfait à une au- 
tre équation que l'on obtient, en changeant, dans la première, le signe 
des termes qui contiennent l'inconnue. — 1 78. Cette nouvelle équation 
correspond quelquefois au problème proposé, entendu dans un sens 
plus général. — 179, 180, 181. Exemples divers de l'interprétation 
de la solution négative. — 182. Toutes les solutions négatives ne s'in- 
terprètent pas aussi naturellement que les précédentes. — 185. Pour- 
quoi on doit, en général, compter dans le passé les valeurs négatives du 
temps. — 184. Le raisonnement précédent n'est pas tout à fait géné- 
ral. — 188. Pourquoi l'on doit compter, en général, en sens contraire 
du sens convenu , les valeurs négatives des distances. — 186. Le rai- 
sonnement précédent n'est pas tout à fait général. — 187. Exemple 
dans lequel il est en défaut. — 188. Avantages de l'introduction des 
nombres négatifs dans l'énoncé des problèmes; exemple. — 189. Les 
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solutions négatives d'ua système d'équations, étant prises positivement, 
satisfont à un autre système, qui diffère du premier par le changement 
de signe des termes qui contiennent les inconnues dont les valeurs sont 
négatives. — 190. Ces nouvelles équations correspondent quelquefois 
au problème proposé, entendu dans un sens plus général. — 191. In- 
terprétation des solutions négatives dans un problème à deux incon- 
nues. — 192. Remarques diverses.—- 193. Des solutions dites infinies; 
Téquation n*existe pas, mais le problème peut avoir une solution. — 
194. Exemple d'une solution dite infinie. — 195. Incorrection du 
mot : solution infinie. — 196. Des solutions dites indéterminées. — 
197. Exemple où l'indétermination est réelle. — 198. Exemple où l'in- 
détermination n'est qu'apparente. —199. Ordinairement, l'indétermina- 
tion apparente tient à la présence d'un facteur que des hypothèses 
particulières réduisent à zéro ; exemple. 



EXERCICES. 

I. Deux vases , de capacités v et xi', contiennent chacun un mélange d'eau et 
de vin, dans le rapport de m à n pour le premier, et dans le rapport de m^ à 
n' pour le second. Quelle capacité x doit-on donner à deux autres vases égaux 
entre eux, pour que, les remplissant à la fois, l'un dans le premier, l'autre 
dans le second, et versant dans chacun d'eux ce qui a été pris d:ms l'autre, la 
proportion de l'eau au vin devienne la même dans les deux vases? Montrer, à 
priori i que le résultat doit être indépendant de m, n, m', n'. 

On trouve l'équation : 

tii(t?— a;) m'x n(v^x) . n'x 

m^v'-^x) mx ~" n^(t/— a?) . nx ' 
m'-{-n' "^ m-{-n m'-j-n' m+n 

et la formule ; »=—---;. 

II. Le prix de l'hectolitre d'eau-de-vie est P, quand le degré est N : il subit 
une augmentation ou une diminution de a francs , quand le degré augmente 
ou diminue d'une unité. On demande le degré x d'une eau-de-vie qui coûte 
a francs le litre. 

On trouve : a? =: N -h 122£r±. 

a 

m. Combien doit-on mélanger d'eau-de-vie (x) à a francs le litre avec de 
l'eau-de-vie (y) à & fîrancs le litre, pour former un litre d'eau-de-vie à c francs? 

On trouve: a?= s-, y= ?. 
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On examinera le cas oii a=b=zc', et l'on expliquera, à priori f l'indétermi- 
nation qui se présente. 

IV. Les aiguilles des heures, des minutes et des secondes sont toutes trois 
sur le chiâ're XII du cadran. On demande après combien de temps l'aiguille des 
secondes divisera en deux parties égales l'angle formé par les deux autres. 

En désignant par x le nombre de secondes écoulées, on trouve: 

V. Trois mobiles parcourent une même ligne droite, d'un mouvement uni* 
forme, avec des vitesses VjV\ v". Ils sont actuellement à des distances d, d', tf* 
d'un point de cette droite, dont ils s'éloignent tous les trois. On demande 
après combien de temps le premier sera aux i delà distance qui sépare les deux 
autres. 

En désignant par « le temps écoulé, on trouve: 

2a' -\' 3a" —Sa 



5v— 2i/— 3v" ' 
si, après ce temps, le troisième mobile est en avant du second; 

et , au contraire , x = -^ — ^t-t — rr-^- , 

si , après ce temps, le second mobile est en avant du troisième. 

n peut y avoir deux solutions, ou une seule ; il peut ne pas y en avoir du 
tout : on examinera les conditions de ces différents cas. 

On généralisera la solution, en supposant que les mobiles ne marchent pas 
tous dans le même sens. 

VI. Deux personnes À et B ont fait un pari de 12 francs. Si A gagne, il sert 
trois fois aussi riche que B; si A perd, il ne sera que doux fois aussi riche. 
Quelles sont leurs fortunes actuelles? 

A possède 204', et B, 84'. 

VII. Un rectangle, dont la base est égale à 2 fois la hauteur, est tel que, si 
chaque côté est augmenté d'un mètre, sa surface est augmentée de 10 mètres 
carrés. Quels sont ses côtés? 

On trouve que la hauteur vaut 3 mètres , et la base 6 mètres. 

VIII. Trouver trois termes consécutifs d'une progression par quotient, qui 
surpassent également les nombres 3, 5, 8. 

Ces nombres sont 4,6, 9. 

IX. Un parallélipipède rectangle, dont les arêtes sont a, b, c, étant donné, 
trouver le côté x (f un cube, tel que les surfaces des deux solides soient dans le 
même rapport que leurs volumes. 

Zabc 



On trouve : 



'a& + oc+^* 
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X. Trouver une proportion , dont les quatre termes surpassent également les 
quatre nombres Gj h,Cj d. 

En désignant par x le nombre qu'il faut ajouter à chacun de ceux-ci, on 
trouve : 

hc — ad 

Discuter la solution, !• lorsque &c=od, 2» lorsque a-\-d=h'\-c. 

XI. n pierres sont rangées en ligne droite à d mètres de distance les unes des 
autres. On propose de déterminer, sur cette droite, la position d'un 'point X 
tel , qu'il y ait deux fois plus de chemin à faire pour transporter successive- 
ment chaque pierre au point X, que pour les transporter à la place occupée 
par la première d'entre eues. On supposera, dans les deux cas, que l'on parte 
de cette première pierre. 

Si Ton désigne par x la distance du point X à la première pierre, en suppo- 
sant ce point au delà de la dernière , on trouve : 

2n— 1 

On généralisera, en supposant que le rapport des chemins à parcourir est m 
au lieu de 2 ; on trouvera : 



,_ (m-f-l)n(n~l) ,. 
''"" 2S:=T "^^ 



et l'on discutera les conditions de possibilité du problème. Si la solution est 
négative, est-il possible de l'interpréter? 

XII. Il faut un nombre d'hommes égal à a , ou un nombre de femmes égal à &, 
pour faire, en n jours, un ouvrage représenté par m. Combien faut-il adjoindre 
de femmes à (a— p) hommes, pour faire, en (n— p) jours, un ouvrage repré- 
senté par (m-|-|))? 

Ontrouve: x=^ |i + i__L|. 

XIII. Deux horloges A et B sonnent l'heure en même temps , et l'on entend 
en tout dix-neuf coups. Déduire de là l'heure qu'elles marquaient, sachant que 
l'horloge A retarde sur l'horloge B de deux secondes, et que les coups de A se 
succèdent à trois secondes d'intervalle , tandis que ceux de B se suivent à quatre 
secondes d'intervalle. On admet enfin, que l'oreille ne perçoit qu'un seul son, 
lorsque les horloges sonnent dans la même seconde. 

En désignant par x l'heure ou le nombre des coups sonnés par chaque hor- 
loge , on remarque que le nombre des coups perdus pour l'oreille est 1 , aug- 
menté du plus grand nombre entier contenu dans ; et l'on en conclut 
querpssll. 

XIV. La température d'un thermomètre varie, dans un même sens, de d de- 
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grés par heure. Elle est actuellement égale à n degrés. On demande de déter- 
miner la température x^ à une époque donnée t. 

On trouve: gc=:n-\-dt. 

Discuter la solution , et prouver que cette formule convient à tous les cas. 

XV. Trouver deux nombres x, y qui soient dans le rapport de 2 à 3, et tel, 
qu'en ajoutant 4 à chacun d'eux, les sommes soient entre elles comme ^ 
est à 5. 

On trouve: a?=4, v=6. 

XVI. Trouver deux nombres a; , y qui soient dans le rapport de 3 à 4 , et dont 
le produit égale 12 fois la somme. 

On trouve: a? = 21, y =28. 

XVII. Trouver deux nombres x, y dont la différence, la somme et le produit 
soient entre eux comme les nombres 2 , 3 et 5. 

On trouve: « = 10, y=2. 

XVIII. Trouver trois nombres a;, y , jr , en progression arithmétique, tels que 
le premier soit au troisième comme 5 est à 9, et que la sonmie des trois nom- 
bres soit égale à 63. 

On trouve: a?=15, y = 21, x=27. 

XIX. On donne la suite : 

o+d, ap-{-hqy af-^hq^y ap^-^hq^j ap*-\-bq*t ....; 

et Ton propose de trouver deux nombres a; et y, tels que chaque terme de cette 
suite puisse s'obtenir en multipliant le précédent par x, et Tantéprécédent 
par y , et en ajoutant les résultats. 
On forme le troisième et le quatrième terme d'après cette loi , et l'on trouve : 

x=p-{-q, y=— pg; 

puis l'on prouve qu'en effet ces multiplicateurs donnent tous les termes de 
la série. 

XX. On donne la suite : 

a-hh+Cy (V + tg-fcr, ap^-\-hq^+er^f ap^-\-bq^+cr^f ...,-, 

et l'on demande de trouver trois nombres x,y, sf, tels que chaque terme de 
cette suite s'obtienne en multipliant le précédent par a;, l'antéprécédent par y, 
et celui qui précède de trois rangs par ^, et en ajoutant les résultats. 

On trouve: x=p + q-\-ry y=— pg— pr— q[r, i=pqr, 

XXI. Un train T, dont la vitesse est «, part après un autre train T', dont la 
vitesse est i/ ; et le retard est calculé de manière qu'ils arrivent en même 

Alg. él, B. 13 
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temps à la destination. Le train T' est obligé do ralentir de moitié sa vitesse, 
après avoir fait les deux tiers de la course : et il y a rencontre des trains, 
a lieues avant la fin du voyage. Trouver la longueur totale x du trajet. 

w 
On trouve: flp=6a— 3a-. 

V 

XXII. Pour fûre nu oertnn ouvrage, A emploie m fois autant de temps que B 
et C réunis; B emploie m fois autant de temps que À et C; G emploie p fois 
autant de temps que A et B. Trouver une relation entre m, n et p. 

Ontrouy: -^^ +_^ + _i_=i. 

XXm. Quelle relation doit>il exister entre troia nombres a, h^ e, pour qu'ila 
soient les termes de rangs p, q, r dans une même progression par différence 
ou par quotient? 

On trouve , dans le oas de la progression par différence : 

a(r-q)+b(p— r) + c(g— p)=0; 
et, dans le cas de la progression par quotient: 

XXIV. On donne des points A, B,G,D, ..,, situés sur une ligne droite, à 
des distances a, b, c, d, . . . . d'un point de cette droite. Trouver, sur cette 
droite, un point X tel, que sa distance s à un point quelconque M de la droite 
donnée soit la moyenne des distances des points A, B, G , D , • . . . au point M. 
Montrer , qu'à l'aide de conventions convenables , on peut résoudre le problème 
par une seule formule, quelles que soient les positions des points A, B, G, D, .... 
à droite ou à gaucbe de O. 

Lafbrmuleest: 9= Z 1 

II 

n étant le nombre des points considérés : elle est indépendante de la position 
du point M. 

XXV. On donne les bases a et & et la hauteur h d'un trapèze. Calculer la 
hauteur x du triangle obtenu , en prolongeant les côtés non parallèles jusqu'à 
leur rencontre. Interpréter la solution , quand elle est négative. 

lA formule est : « = r . 

a— 

XXVI. Inscrire un rectangle, de périmètre donné 2p, dans un triangle dont 
la base est & et la hauteur H. 

En désignant par x la base du rectangle parallèle à la base du triangle, et 
par y sa hauteur, on trouve : 

On cherchera les conditions, pour que le problème soit possible, c'est-à-dire 
pour que « et y soient positives; puis on remarquera les cas d'impossibilité et 
d'indétermination. Enfin on interprétera les solutions, lorsqu'elles seront néga- 
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tives, par suite des hypothèses suivantes : 1" ^ > 6 > p; 2"^ < & < p j 3" 6 < fc < p ; 
4«6>fe>p. 

XXVII. Deux triangles rectangles ont les côtés de Tangle droit dirigés sui- 
vant les mêmes droites , ei représentés par a, b pour le premier, et par a', V 
pour le second. On propose d'abaisser du point de rencontre des hypoténuses 
des perpendiculaires sur les côtés, de calculer leurs longueurs, et de discuter 
les différents cas qui peuvent se présenter. 

Les formules sont, en désignant par x la parallèle aux côtés a, a', et par y 
la parallèle aux fiûlés h, 2/: 
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CHAPITRE VI. 

DES INEGALITES. 

S I. Principes sur les inégalités considérées isolément. 

200. DÉFINITION. On dit qu'un nombre a est plus grand qu'un 
nombre b, quels que soient leurs signes, lorsque la différence 
(a — b) est positive. 

201. Corollaires : 1*> Un nombre positif quelconque est plus 
grand qu*un nombre négatif quelconque. Ainsi : 

[1] l>-8; 

car la différence 1 — (—8) est (20) égale à 1+8 : elle est po- 
sitive. 

2* Un nombre négatif est â! autant plus grand que sa valeur 
absolue est plus petite. Ainsi : 

[2] _7>-20; 

car la différence —7— (—20) est (20) égale à +20—7; elle 
est positive. 

3*» On doit regarder zéro comme plu^ grand que tout nombre 
négatif. Ainsi : 

[3] 0>-4; 

car la différence — (—4) est (20) égale à + 4; elle est 
positive. 

De là résulte que, si Ton écrit les nombres tant positifs que 
négatifs de la manière suivante : 



.—4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, •..«, 



un nombre quelconque , pris dans cette suite, est plus grand 
que tout nombre placé à sa gauche, et plus petit que tout nom- 
bre placé à sa droite. 
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On exprime ordinairement qu'un nombre a est positif, et 
qu'un nombre h est négatif, par les formules : 

a>0, 6<0. 

202, Inégalités renfermant une inconnue. Lorsqu'une ex- 
pression, qui dépend d'un nombre inconnu, doit être plus grande 
ou plus petite qu'une autre, cette condition, que Ton nomme 
inégalité^ permet, en général, d'assigner des limites, entre les- 
quelles l'inconnue doit être ou n'être pas 'comprise. Nous en 
donnerons dans ce chapitre quelques exemples. 

205. Principe I. On peut^ sans altérer les conditùms qu'exprimée 
une inégalité^ augmenter ou diminuer ses deux membres d^v/n mime 
nombre. En effet, soit l'inégalité : 

elle est équivalente, par définition, à a — 6>0. Or, quelque 
soit m, on a : 

a — 6 = a-j-m — b — m = (a-j-m) — (fr+m) ; 

donc: {<3t+m)— (&+m)>0, 

ou, d'après la définition : 

[4] a-^-m^ 6+m. 

Il résulte de là, qu'on peut faire passer un terme (Ttm membre 
d'une inégalité dans Vautre^ en changeant son signe ^ comme s'il 
s'agissait d'une équation. 

204. Principe IL On peut multiplier les deux membres d'une 
inégalité par v/n rréme nombre^ pourvu qu'il soit positif. 

En effet, l'inégalité a>6 équivaut à a— 6 >0. Or, si l'on mul- 
tiplie (a—b) par un facteur positif m, le produit est positif. 
Donc on a : 

(a — &)m>0, ou om— tm^O, 

ou, d'après la définition : 

[5] am';>bm. 
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OnpmuamHfmdHplierks deuxmmibresde rinègaUU par un 
facteur négatif; maii il fcntt ehangef le sem de rinigaH^ Car si 
Ton a : 

a>&, ou a— ft>0, 

leprodtiUâe(a--fr) pâma ftctaor négatif m aéra négatiL On 
aura doue : 

(a— i)m<0, ou «m— frm<û, 
ou, enfin : 

ffi] .Offt^bfiu 

Ces principes permettent de chat^r ks dinominaliurs étune 
inégalité j comme s*îl s'agissait d'une équation, quand on connaît 
le signe du multiplicateur. Les mêmes principes s'appliquent à 
la ditision des deui membres d'une inégalité par m; car la difi- 

sion par m revient à la multiplication par —, et les deux nom- 
bres m et — sont toujours de même signe- 

20S. Principe III. Lorsque les deux nmmbregd^une inégalité s(m 
positifs j on peut les élever à une même puissance m"»", quel que soit 
m. En effet, plus un nombre est grand, plus sa puissance m"»» 
est grande. Ainsi, 7>3 donne 7^>3^ 

Lorsque les membres ne sont pas tous deux positifs , il faut 
distinguer plusieurs cas. 

1* Quels que soient les signes des deuxmembres^ en peut les Ueoer 
à w\e m^me puissance xûr% lorsque m est impair. Car les d^ix 
membres, après l'opération, conservent leurs signes, et par 
suite le sens de leur inégalité. Par exemple, 

si 7>— 13, on en conclut 7'>(— 13/; ^ . , 

si — 7>-.13, » (_7)«>(-.l3)». ) L^J 

S^" Mais, si l'on a à élever les deux membres d'une inégalité à 
une même puissance de degré pair^ il faut subdiviser encore. 
Quand les deux membres sm$ négoHfs^ Vinégalité change de sens; 
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car les deux membres deviemient positifs, après Topéralion. 

Ainsi, deFinégalité, 

-7>-13, 

on omdut ^lecessivement : 

13>7, 13*>7*, (-13)*>(— 7)\ 

et, par suite, (— 7)* < (— 13)\ [8] 

Si les deux membres sont de signes différents , on ne peut plm 
donner de règle. L'inégalité peut changer ou ne pas changer de 
sens, ou même se transformer en égalité. Ainsi l'on a : 



7>— 3 et 7*>(— 3)*, 
7>— 13 et 7*<(— 13)*, 
7>— 7 . et 7»=:(— 7)». ; 



[9] 



206. PRiNcn>E IV. Quels que soient les signes des deux membres 
d!une inégalité y on peut en extraire une racine d'indice impair; car 
les deux racines ont le même signe que les deux nombres. Ainsi : 

27> 8 donne v^27>v^8, ou 3> 2, \ 

27>— 8 :p ^27>v'^, ou 3>-.2, | [10] 

— 8>— 27 :p v/=8>v^=27, OU — 2>— 3. ) 

2*» Si V indice est pair ^U faut j pour que les racines existent ^ que 
ks deux membres soient positifs (96). Et alors, chaque racine 
a deux valeurs égales et de signes contraires. Dans ce cas , Viné- 
galité conservera son sens ou en changera j selon que Von considérera 
les valeurs positives ou les valeurs négatives des racines. Ainsi : 

rinégalilé, 36>25, 

donne: [ V^> f.^ ou j ^> H [llj 

Mais, si Von prend des signes différents pour les deux racines , le 
terme négatif est toujours le plus petit. Ainsi : 

rinégalilé, 36>25, 

donne: 1 >^>-^^ ou | ^>-'' [ [12 
I ^a5>-v'36, I 5>-6. I 
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S II. Principes sur les inégalités simultanées. 

207. Principe V. On peut additionner membre à membre deux 
inégalités de mim^ sens : la nouvelle inégalité a le m£me sens que 
chacune d'elles. 

Soient^ en effet, les deux inégalités : 

a>&, (î>d; 

elles équivalent aux suivantes : 

a— 6>0, c— d>0; 
or la somme de deux quantités positives est positive ; donc on a : 

a— 6 + (?— d>0, 
ou [13] a+c>b+d. 

Mais cette nouvelle égalité ne peut pas, comme lorsqu'il s'agit 
d'équations , remplacer Tune des deux proposées. En d'autres 
termes, les deux systèmes, 

( a>b, * ( a>b, 

\ c>d, { a + c^b+d, 

ne sont pas équivalents. Le second est une conséquence du pre- 
mier, mais le premier n'est pas une conséquence du second. 

Si les deux inégalités sont de sens contraires, il n'y a pas de 
règle à donner. On a, en effet: 

7> 3, 
8<ia 



'I et 7 + ff<3+13; 

<12;} ^* 7 + 8 = 3 + 12; 



8>10;} '' 7 + 8>3 + 10. 

808. Principe VI. On peut soustraire membre à membre d'une 
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inégalité v/ne autre inégalité de sens contraire : la nouvelle inégalité 
subsiste dans le sens de la première. 

Soient, en effet, les deux inégalités : 

a>6, c<.d; 

elles équivalent aux suivantes ; 

a>&, d>c; 

et, par suite (207), elles donnent : 

ou (205) [14] a—c>b — d. 

Cette nouvelle inégalité ne peut pas remplacer Tune des deux 
proposées. 

On ne peut pas soustraire une inégalité d*une autre, quand 
elles sont de même sens (207). 

209. Principe VIL On peut multiplier membre à membre deux 
inégalités de même sens, quand tous les termes sont positifs : Viné- 
gaiité nouvelle est de même sens que chacune d'elles. 

En effet, soient : a> &, c^d; 

puisque c et b sont positifs, on a, en multipliant la première 
par (?, et la seconde par b (204) : 

ac^bc^ bc'^bdf 

et, par suite, [15] ac > bd. 

Si les quatre termes sont négatifs^ Vinégalité nouvelle est de sens 
contraire à celui des deux proposées. Car en multipliant la pre- 
mière par c et la seconde par &, on a, puisque ces facteurs sont 
négatifs : 

ac<^bCy bc<ibdy 

et, par suite, [16] ac<.bd. 

La nouvelle inégalité [15] ou [16] ne peut pas remplacer une 
des proposées. 
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On ne saurait donner de règle générale, quand les termes ne 

sont pas tous positifs ou tous négatifs. 

On ne peut rien dire non plus, quand les inégalités sont de 
sens contraires. 

JilO. Principe Vin. On peut diviser membre à membre une iné- 
galité par une autre de sens contraire^ quand tous les termes sont 
positifs : la nouvelle inégalité a le m&nie sens que la première. 

Soient, en effet : a> 6 , c<d; 

on peut écrire : o > 6 , d>c, 

et, par suite (209), ad > te ; 

d'où l'on tire, en divisant les deux membres par cd (204): 

■ 1"1 ->5- 

Si les quatre termes sont négatifs, Vinégalité nouvelle a le sens de 
la seconde : car, en faisant la multiplication, on a (209) : 

ad<bc] 

et, en divisant par cdj qui est positif, il vient : 

On ne peut pas donner de règle générale dans les autres cas. 
§ IIL Des inégalités du premier degré à une inconnue. 

211. RÉSOLUTION DE l'inégalité. Une inégalité à une in- 
connue est dite du premier degrés lorsqu'elle peut se ramener 
à la forme 

a, 6, a', b\ désignant des nombres donnés qui peuvent être 
positifs ou n^atifs. 
Pour résoudre cette inégalité, on fait passer les tarmes conte- 
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nant l'inconnue d'un côté^ les termes connus de l'autre (803); 
et l'on a : 

{a—arjx>b''^b. 

Puis on distingue deux cas : 

1^ Si (a^a!) est positif» on a, en divisant (204) par (a — (0 • 

^> ?• 

2» Si {a— a') est négatif, on a, au contraire (204) : 

a — a' 

Ainsi^ povr soMs faire à VinégaliU^ U suffU de prendre Tsupé^ 
rieur ou inférieur à une certaine limite. On peut remarqueTt que 
cette limite est précisément la valeur de x, qui rendrait les drax 
membres égaux. 

212. PROBLiiiB. Nous résoudrons, comme application, lé 
probité suivant: Deux points ket h sont situés à une distance%c; 
on sait qu'un point Uesttelf que MA+MB= 2a, a étani une Ion- 
gueur Ûonnée^ plus grande que c On demande entre quelles limites 
peuvent varier AM et BM. 

Supposons ÂM > BM. Posons : AM =a?» BM = y . On a d'abord , 
d'âpre l'énoncé : 

£1] X'\-y = 2a. 

De plus, pour -que le triangle AMB soit possible, il faut que 
chaque côté soit plus petit que la somme des deux autres, 'c'est- 
à-dire que l'on ait : 

2«?<a?+y, y<2(?+ir, a?<2c+y. 

Or la première de ces inégalités est évidente , d'après l'équa- 
tion [1]; la seconde est évidente, puisque y est plus petit que x. 
Reste donc la troisième, 

[2] x<2c+y. 
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Si Ton remplace y par sa valeur {2a— x)^ cette inégalité devient : 

a7<2(î + 2a — x; 

d'ofi [3] a?<a + c. 

Mais y y qui est égal à (2a— a;), est d'autant plus grand que x est 
plus petit. Donc y doit être plus grand que f2a— (a+c)], c'est- 
à-dire que (a — c). Ainsi : 

[4] y>a—c. 

Telles sont les limites cherchées. 

RÉSUMÉ. 

2Q0. Définition des mots : plus grand que, plus petit que, quand il s'agit 
des nombres négatifs. —201. Un nombre positif est plus grand qu'un 
nombre négatif; un nombre négatif est d'autant plus petit que sa 
valeur absolue est plus grande ; un nombre négatif est p)us petit que 
zéro. — 202. Ce que c'est que résoudre une inégalité. — 203. On peut 
augmenter ou diminuer d'un même nombre les deux membres d'une 
inégalité. — 204. On peut multiplier les deux membres par un facteur 
positif ; si le multiplicateur est négatif, il faut changer le sens de l'iné- 
galité; mêmes principes pour la division. — 20S. Cas où l'on peut éle- 
ver les deux membres d'une inégalité à Qne même puissance. — 
206. Cas où l'on peut extraire la racine des deux membres. — 207. On 
peut additionner membre à membre deux inégalités de même sens ; 
mais le résultat ne peut pas remplacer l'une d'elles. — 208. On peut 
soustraire l'une de l'autre deux inégalités de sens contraires.— 209. Cas 
où l'on peut multiplier membre à membre deux inégalités. — 210. Cas où 
l'on peut les diviser membre à membre . — 211. Résolution de l'inéga- 
lité du premier degré à une inconnue. — 212. Application à un exemple. 

EXERCICES. 

I. Démontrer que la moyenne arithmétique entre deux nombres positifs iné- 
gaux est plus grande que leur moyenne proportionnelle. 

On s'appuie sur Tinégalité , (a— &)' > 0. 

II. Étant donnés deux nombres a, h positifs, a>&, déduire de l'inégalité, 
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les limites entre lesquelles la valeur de x doit être comprise. Les radicaux sont 
pris avec le signe +. 
On trouve que x doit être négatif , ou plus grand que ^ÔF. 

III. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes, pour que l'inégalité, 

Ay*-hBa?y-fCflB2-hDy-hEa?+F>0, 

soit satisfaite y quels que soient a; et y. 
On met Tinégalité sous la forme , 

en posant : 

B* BD D' N' 

C'-J=M, E-^=N, F-^^=P, V-^=Q; 

et Ton prouve que les conditions sont : 

À>0, M>0, Q>0. 
lY. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes , pour que l'inégalité , 

Aa?^ + Ay -f AV -f 2By;f -f 2B'a;jH- 2B''a?y H- 2Ca; H- 2C'y -f îCsf H- D > , 

soit vérifiée , quels que soient rc , y, x. 
On met le polynôme sous la forme, 

A(»-fay + P«-fY)^+M'(y + ÔX + e)»+R''(jSH-n)»-fV; 

et Ton prouve que les conditions sont : 

A>0, M'>0, R''>0, V>0. 

V. Démontrer que "^""^'^î^âbcd est comprise entre la plus grande et la plus 
petite des quatre expressions ^ô, y/b, y/c, y/d. 

On démontre cette propriété pour les logarithmes de ces expressions ; et Ton 
en tire la conséquence pour les expressions elles-mêmes. 

VI. Démontrer que Ton a toujours: 

aa-f aV-faV+....< v^a» + a'» -f a*^ T." y^a^ + a'^-f a-^H-..., 

à moms que Ion n'ait : - = -== -^ ^ . . . . 

On suppose d*abord a, o', a", ..., a, a', a", .... positifs; et l'on vérifie 
rinégalité, en élevant les deux membres au carré : puis on généralise. 

VII. Prouver que «*+ y* — xHf-^xy* est toujours positif, quelles que soient 
les valeurs positives de « et de y. 

On le démontre , en décomposant l'expression en facteurs. 
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» Vin. Prourer que Ton a : 

quelles que soient les valeurs , positif es ou négatives, de o. 

Même mode de démonstration. 

* IX. Démontrer que Ton a : 

a5c>(a+&— c)(a+c— &){b+c— •), 

quels que soient les nombres positifis inégaux a, 5, e. 
On s'appuie suf des inégalités évidentes , de la forme , 

o»>a?— (5— c)2. , 

X. ProuTerqueTona: 

àb{a+h)+ae(a-\-c) + hc[h+c)>eabc, 

quels que soient les nombres positifs inégaux a, 6, c. 

On vérifie rinégalité, en supposant que a est le plus petit des trois nombres, 
en posant &=ra+«) c=a+^ (a et p «mt positiÀ), et on ofiéetuant alors les 
calculs. 

XI. Démontrer que, quels que soient les nombres positi£s inégaux ai , Os , . . . , a. , 



onatoujours:-j-(ai-f aa + .... + aJ > v'5âi+^<ii(id-v5î^+-..+V«»-i««- 



On s'appuie sur des inégalités de la forme, 
démontrées au premier exercice de ce cbapitre. 
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CHAPITRE VII. 

DISCUSSION DES FORMULES GENERALES. 

S I. Discussion de la formule générale de résolution d'une équation 
du premier degré à une inconnue, 

SIS. Formule GÉNéiuLE. Une équation da premier degré à 
une inconnue ne peut renfermer que deux sortes de termes, ^ 
savoir: des termes qui contiennent l'inconnue et des termes qui 
ne la contiennent pas. Si donc on réduit, dans chaque membre, 
les termes semblables, la forme la plus générale de l'équation 
sera : 



[1] 


aa?+6=a'a? + 5'. 


On en tire: 






(a—a')x=b'^b; 


i 1 divisant par (a- 


-a'), on a la formule: 


[2] 


b'^b 



Mais cette formule n*est équivalente à l'équation [1], que dans le 
cas où {a—<f^ n'est pas nul (124). 

S14. Discussion de la formule. Lorsque a' h'est pas égal à a, 
la formule [2] représente un nombre positif, nul ou négatif, qui, 
substitué dans l'équation [1], et traité d'après les règles conve- 
nues, rendra le premier membre égal au second. Le seul cas, 
que l'on doive examiner à part, est donc celui où (a— a') = 0. 
Mais alors deux hypothèses se présentent. 

l*(a — a') est nul, sans gî*e(b'— b) le soit. La formule [2] 

donne : 

_ b'^b . 
X— ^ , 
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ce qui ne signifie rien. Si Ton remonte à l'équation, pour inter- 
préter ce résultat, on voit que, a' étant égal à a, il vient : 

ce qui ne peut avoir lieu, puisque V n*est pas égal à 6. 
Donc V équation est impossible; et rimpossibilité se manifeste^ dans 

la formule^ par la forme^ x= — . 

2* (a — a') est nul^ en même temps que (b' — b). La formule 

devient, dans ce cas : 

_0. 
^~"0' 

ce qui ne signifie rien. Si Ton remonte à l'équation, on voit 
qu'elle devient : 

Donc V équation est satisfaite^ quel que soit x ; et V indétermination 

se manifeste par la forme,x='T, 

Ainsi, une équation du premier degré à une inconnue admet 
une solution unique et déterminée, ou elle n'en admet aucune, 
ou elle en admet une infinité. 

218. Remarque. On démontre quelquefois directement, sans 
la résoudre, que F équation [1] ne peut avoir plu^ d'une solution^ à 
moins qu'on n'ait^ à la fois^ a =ra', b = b'. En effet, supposons que 
deux valeurs distinctes de x, a et p, vérifient l'équation; on aura 
identiquement : 

(ap + 6 = a'p + y; 

d'où Ton tire, par soustraction : 

a(a— p)=a'(a— p). 

Or, on peut diviser les deux membres par (a— P) qui n'est pas 
nul; donc: 

a=a'; 

et, par suite, l'une des deux identités précédentes donne : 

6=y. 
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S IL Discussion complète des formules générales de résolution d*un 
système de deux équations à deux inconnues. 

S16. Formules générales. On sait (145), qu'un système de 
deux équations à deux inconnues x^ y y peut toujours se rame- 
ner à la forme : 



(aœ + by = c, 
L^J {a'x+b'y=c'. 



Appliquons à ce système l'une des méthodes connues; par 
exemple, la méthode par addition et soustraction. Pour cela, 
multiplions la première équation par 6', et la seconde par 6, et 
retranchons le second résultat du premier; nous aurons : 

(a6' — 6a> = c6' — 6c'; 
d'où: 

cb'—bc' 

^—ab'—ba'' 

Multiplions, au contraire, la première équation par a' et la se- 
conde par 6', et retranchons le premier résultat du second; 
nous aurons : 

{ab' '^ba')y = a(/^ col ; 
d'où: 

ad — cd 

y — ab'^ba" 

Ainsi, le système [1] a pour solution le système : 

_ cb' — bc' __ ac' — ca' 

Les formules [2] sont les formules générales de la solution. 
Elles ne sont légitimes, qu'autant que {ab' — ba') n'est pas égal à 
zéro. 

On vérifie aisément, qu'elles satisfont aux équations dans 
ce cas. 

217. RÈGLE POUR COMPOSER LES FORMULES. On obUeut facile- 
ment ces formules à l'aide des remarques suivantes : 

1** Pour former le dénominateur commun {aV — 6a'), on écrit, 
Alg. él. B. 14 
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Tune à la suite de l'autre, les deux permutations ab et ba des 
deux lettres a et ft, en les séparant par le signe — , et en accen- 
tuant la dernière lettre de chaque terme. 

2<» Pour former le numérateur de la taleur de chaque incon- 
nue, on remplace, dans l'expression (a6' — 6a'), les coefdcients 
qui, dans les équations, multiplient cette inconnue, par le terme 
tout connu de l'équation correspondante. Ainsi, pour la valeur 
de X, on remplace a et a' par ceXc'; et, pour la valeur de y, on 
remplace b et b' par cei(/. 

S 18. Hbuarqus. On peut démontrer directement, sans le ré- 
soudre, que le système [1] ne peut avoir plm d^une solution, àmoins 
que Von n'ait: ah' — ba'=0. Supposons, en effet, que deux sys- 
tèmes distincts, 1** a?=a, î/=p; 2«a?=a, y =p', vérifient les 
équations [1]; on aura les identités : 

r aa + frp = c , r aa' + 6p' = c, 

ta'a+6'p=c'; (aV+yp'=c'. 

On en tire, par soustraction : 

(«(«-«') + KP-PO=o, 

Comme les deux solutions sont distinctes, on n'a pas, à la fois, 
«=«', p=p'. Supposons, par exemple, a^a'; on peut éliminer 
(p— j3'), en multipliant la première de ces égalités par b\ la se- 
conde par 6, et en soustrayant les résultats ; il vietU alors : 

(a6' — 6a')(a^a'J=Q. 

Et, comme on peut diviser les deux membres par («—■«'), qui 
n'est pas nul, on en conclut : 

aV^ba'=0. 

919. Marche a suivra pour la discussion des formules. Lors- 
que le binôme (a6' — ba') n'est pas nul, les formules [2] ne don- 
nent lieu à aucune difficulté ; elles fournissent pour x et pour y 
des valeurs déterminées. Le système [1] aune solution et une seule . 
Il n'y a donc à examiner, que le cas où ab' — ba'=0. 

Nous supposerons d'abord que cette égalité ait lieu, sans 
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qu'aucun des coefiBcients a, b^ a\ h\ soit nul; elle est alors équi- 
valente à la suivante : 

a b_ 

a 

laquelle exprime que les coefficients des deux inconnues^ dans les 
deux équations y sont respectivement proportionnels. 

Nous examinerons ce que deviennent, dans cette hypothèse, 
les formules [2] ; et nous chercherons à interpréter les résultats, 
en remontant aux équations [1]. 

820. Théorème I. Dans le cas où ab' — ba'=0, les numérateurs 
des valeurs [2] de x et de y sont nuis tous deux à la fois, ou ne sont 
nuls ni Vun ni Vautre, 

Pour le prouver, remarquons que la condition ab'— 6a'=0, 
donne : 

a * 

donc, si Ton désigne par N« et Ny les numérateurs de x et de y, 
on a, en remplaçant, dans N«, b' par sa valeur ; 

N. = cb'-bc' = '^-b<f='^^'^''^''=^^''^-'^K 
a a a 

Or, {ca'^ad) est égal au numérateur y^ changé désigne; 
donc: 

N.=-~Ny. 

Gomme 6 et a ne sont nuls ni l'un ni l'autre, on conclut de là 
que, si Ny est nul, N» l'est aussi ; mais que, si Ny n'est pas nul, 
N« ne peut l'être non plus. C'est ce qu'il faUait démontrer. 

U résulte de là, que Us valeurs de x et de j se préseruem à la 
fois sou^s la formée -^ ou à la fois sou^ la forme — . 
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SSl. Théorème IL Dans le cas où ab' — ba'=:0, les deux équa- 
tions [1] sont incompatibles, ou elles rentrent rune dans Vautre. 

Pour le prouver, substituons à 5' sa valeur dans la seconde des 
équations [1] ; elle devient : 

f t ba' , 

ou aa'X'\'ba'y=zac'* 

Mais, en multipliant la première des équations [1] par a\ on a : 

aa'x+ba'y^zca'. 

Ainsi, dans ce cas, les équations [1] sont équivalentes à deux 
autres équations qui ont le môme premier membre, et dont les 
seconds membres sont ac' et ca'. Si donc acf et ca' ne sont pas 
égaux, les deux équations sont incompatibles; mais, sia(f=ca'y 
elles sont identiques. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

222. Conséquences. 1*» Lorsquejoc' n*estpas égal à ca\ Ny n'est 
pas nul; et, par suite (220), Na. ne Test pas non plus. Donc, 
lorsque les deux équations [1] sont incompatibles, les formules [2] se 

présentent toutes sou^ la forme — . Cette forme est donc le symbole 

de Vimpossibilité. 

2*» Lorsque ac' = ca', Ny est nul, ainsi que N» (220). Donc, lorsque 
les équations [1] rentrent Vune dans l'autre, les formules l^] se pré' 

sentent toutes deux sous la forme g. Cette forme est donc le symbole 

de VindèterminMion. 

Un système de deux équations à deux inconnues admet donc 
une solution unique ou déterminée, ou bien il n'en admet au- 
cune, ou bien il en admet une infinité. Mais nous avons supposé, 
dans cette discussion, qu'aucun des coefficients des inconnues 
n'est égal à zéro ; il nous reste à examiner maintenant les cas 
particuliers, où quelques-uns d'entre eux seraient nuls, en même 
temps que {aV — ba'). 
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223. Cas où l'un des coefficients est nul en même temps que 
(aV — ba'). Supposons qu'on ait, à la fois : 

ab' — ba'=0, b'=0; 

il en résulte, que 6a' = 0; donc : ou a'=0, ou 6=0. 
1» Si a' = 0, les formules [2] deviennent : 

— b(/ ad 

Donc, si d n'est pas nul, elles prennent toutes deux la forme ^; 

et, si c' = 0, elles prennent toutes deux la forme -. Or les équa- 
tions deviennent alors : 

aar+6îr=<?f 0=c'; 

elles sont donc incompatibles, dans le premier cas, puisque la 
seconde est absurde;. et il n'en existe plus qu'une, dans le se- 
cond cas, puisque la seconde est identique. Donc, U^ formes 

— et -, que prennent ici les formules, sont encore le symbole ^ Fun 

de rimpossibUitéy Vautre de V indétermination. 
2« Si &=:0, les formules deviennent : 

ad — ca' 

donc, si ca' n'est pas égal à ad, y se présente sous la forme —, 

tandis que x prend la forme -. C'est une exception au théorème 
(220}. Or, dans ce cas, les équations deviennent : 

ax=c, a'x=d; 
elles ne contiennent que l'inconnue x, et elles donnent : 
__c _d 

c d 

mais - n'est pas égal à -7, puisque ca' n'est pas égal à oc'; donc 
a a 
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les éqitaiions sont incompatibles; et VimpossibUité se manifeste ici par 
les fo'nnes simultanées — ^t -.^ 

Mais, si ad ^=^c(i^ les deux formules prennent la forme - ; et 
les deux équations se réduisent à une seule : 

Cette équation détermine la valeur de x, mais la valeur de y reste 
. indéterminée. Il y a donc ici une indétermination partielle , qui se 

manifeste par la forme -. On doit remarquer que cette forme af- 
fecte les deux formules, bien que la valeur de x soit parfaite- 
ment déterminée. 

Cette partie de la discussion comprend le cas, où les coeffi- 
cients des deux inconnues sont nuls dans une même équa- 
tion, et celui où les coefficients d'une même inconnue sont nuls 
dans les deux équations. Nous n'avons plus à examiner que le 
cas suivant. 

224. Cas où, en même temps que aV — 6a' =0, le coefficient 

DE X DANS l'une DES ÉQUATIONS ET CELUI DE y DANS L'aUTRB SONT 

ÉGAUX A ZÉRO. Supposous, par exemple : 

a6'— &a'=0, a=0, &'=:0. 

Il en résulte, que 6a' = 0, c'est-à-dire que le second coefficient 
de l'une des inconnues est nul aussi. Soit 6=0; alors les for- 
mules deviennent : 



—ca' 
et les équations > 



^=Ô' y=""X"' 



0=c, a'x=^c^. 

Si donc ni c ni a' ne sont nuls, la première équation est ab- 
surde; et il y a impossibilité , laquelle se manifeste par les formes 

simultanées g c* -tt* 

Si c est nul, la première équation est identique ; la seconde 

Digitized by LnOOQlC 



DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 115 

détermine x;Uy aune indétermination partieUe^ laquelle se ma- 
nifeste par la forme -t. 

Si a' est nul, il y a impossibUiti^ bien que les formules se pré- 
sentent toutes deux sous là forme -• 

28S. Tableau de la discussion. On peut résumer la discus- 
sion précédente dans le tableau suivant : 

nf L Ob'— to'^O I ^= ^2!w > y = ^21^^ * ^^^ «olution déterminée, 

3 j ( «C-«a'^0, ««£5^, y=2flz:£2.';iinpôteibaité. 

:/ n.ab'^ba'=0 ^ ^ 

Q\ 1 0*'— «a'rrO, «=g, y:i=2;lndétermiiiatioû. 

Ii/^O, «=^^^, y =-77; impossibilité. 


(/ = , x= -, y = n î indétermination. 

gl l lac'— ca'^Q, «=-, y=5LZl£fL; impossibib'té. 

o yoy— &a'=0 ; J ac'-(îa' = 0, «=-, y=2; indétenn«- partieUe. 

(r=0 \ i <l U 

ai i / c^O,a'^0,«=r, y=—^; impossibilité. 

I h^Q ] * = û> ^= — > y=Q > indéterm**^" partieUe. 

^a'=0, »=-, y=; impossibilité. 



286. Cas où c et c' sont nuls a la fois. En dehors des cas que 
nous Tenons d'étudier, on discute encore celui où les termes 
tous connus^ e et c'y sont nuls à la fois. Les formules se présen* 
tent sous la forme : 

_ _ 

^— ab'—ba!' y—ab'—ba^' 

Par conséquent, si aV — 6a' n'est pas nul, on a : x= 0, y = 0. 
Mais, si aV — ba' = 0, les formules deviennent : a? = 7:? y = â- 
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Pour interpréter ces résultats, remontons encore aux équa- 
tions. Elles sont, dans ce cas : 



(ax'^by=0, 
Wx + b'y=0; 



et elles peuvent s'écrire ; 



V 



Donc, si - n'est point égal à -7, c'est-ànlire^ si (ab' — ba') n*estpas 
a a 

nulf ces équations n'ont Vautre solution que x=0, y=0. Mais 

b b' 

si 7 = -7, c'est-àrdircy si ab' — ba'= 0, les deux équations rentrent 
a a 

Vune dam Vautre; Uy a indétermination^ laquelle se manifeste par 
la forme -. Il faut remarquer que, dans ce dernier cas^ le rapport 
des inconnues est déterminé; car on a : 

y a a'* 



S m. Discussion sommaire des formules générales de résolution 
d'un système de trois équations à trois inconnues. 

227. Formules générales. Une équation du premier degré à 
trois inconnues a?, y, z, ne peut renfermer que quatre espèces 
de termes , savoir : des termes en a?, des termes en y, des 
termes en s, et des termes tous connus. Le système des trois 
équations pourra donc toujours se ramener à la forme : 

Iax + by -^ cz =& , 
afx + b'y + c'z=k\ 
a!'x+b'y + d'z = k'. 

Employons, pour le résoudre, la méthode de Bezout (154). En 
multipliant la première équation par X, la deuxième par V, et 
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en ajoutant membre à membre les résultats et la troisième^ 
on a: 

[2} {àk+a'\'+af')X'{'{b\+VX+b')y+{ck+c'\'+(f')z 

En posant ensuite : 

b'k+b'W+b''=0, cX+cT + c"=0, 
d'où Ton tire : 

^- cV—bd' ^^W^=TJ' 

et, en substituant ces valeurs dans l'équation [2], on trouve, 
tous calculs faits: 

kb'(/'—kc'b'+ckV — bk'd' + bc'k' — cb'¥ 
^-'ab'c'—ac'b''+ca'b'' — ba'(f'+bc'a"^cb'af'' 

On trouverait, par un procédé analogue, les valeurs de y et 
de z. Mais il vaut mieux remarquer que si, dans la première 
équation, on change x en y, y en z et -a? en x, puis a en 6, ft 
en c et c en a, cette équation devient : 

c'est-à-dire qu'elle ne change pas. La même observation s'ap- 
plique aux deux autres. Par conséquent, on aura y en faisant 
ces permutations dans la formule qui donne x, et l'on aura z en 
les opérant ensuite dans la valeur de y. On reconnaît ainsi que 
le dénominateur ne change pas, et l'on trouve le système de 
solutions : 



[3] 



/ kb'(^'—kc'b'+ck'b'^bkV+ bcV—cb'k!' 
i^''ab'(/'—ac'b'+ca'b"—baV+bc'a"'--cb'a'' 
) aKd''-ac'k"+ca'k"^ko!d'+k(ia!'—cKa" 
y-'abV—ac'b'' + ca'b"—baV+bo'a''—cb'a"' 
[ ab'k'''^akrV'+ka'b"—ba'kf'+bk!a:''--kb'a' ' 
V'^ ab'd'—adU'+ca'b" --balif + b(far—cb'(jl'' 



Ces formules ne sont légitimes, que si le dénominateur com- 
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mun n'est pas nul. On vérifie d'ailleurs aisément que, dans ce 
cas, elles satisfont aux équations [1]. 

228. RÂGLE POUR COKPOSER LES FORMULES. Pour former le dé- 
nominateur commun, on considère les deux permutations ab et 
ba; on place dans chacune la lettre c successivement, à droite, au 
milieu et à gauche; ce qui donne : 

abCf acb^ cab^ et bac, bca, cba. 

Puis on affecte la seconde lettre d'un accent, et la troisième de 
deux accents. Enfin on donne alternativement les signes -f- et — 
aux différents termes. On a ainsi : 

B=zabV'^ac'b"+caV---baV+b(far^cb'al'. 

On peut encore former le dénominateur commun d'une autre 
manière. On remarque qu'on peut l'écrire : 

B=a{bV—c'l/')+b{c'a'—a'(/')+c{aV'^b'a'); 

il est donc la somme des produits que l'on obtient, en multipliant 
respectivement les coefficients a, 6, c de la première équation 
par les différences {VcT—db"), {c'(f—a'd'), {aV-^b'a'^. On forme 
d'ailleurs ces différences, en multipliant en croix les coefficients 
des deux autres équations qui ne correspondent pas à la même 
inconnue que celui qu'on a choisi dans la première. Ainsi, les 
coefficients étant disposés comme il suit : 

a\ b\ o\ 

a'\ b\ c", 

on prend pour multiplicateur de a, {bV^c'V"), X ; on prend 

ensuite pour multiplicateur de &, (c'a"— a V), X ; on prend 

enfin pour multiplicateur de c, (aV—b'af), X . On doit re- 
marquer avec soin, que la croix, formée par les lignes qui réuni- 
raient les facteurs que l'on multiplie, doit être composée alterna- 
tivement dans des sens opposés, conune l'indiquent les figures. 
Lorsque le dénominateur commun est formé, on obtient le 
numérateur de chaque inconnue, en remplaçant, dans ce déno- 
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minateur, le coefficient de rinconnue parle terme tout connu de 
l'équation correspondante, c'est-à-dire en substituant &, k\ k"^ à 
a, a', a'\ s'il s'agit de a?; à 6, b\ b\ s'il s'agit de y, et à c, c', c", 
s'il s'agit de z. 

220. Remarque. On peut prouver directement, sans le ré- 
soudre, que le système [1] ne peut pas avoir plus d'une solution, 
à moins que l'on n'ait : D =0. 

Supposons, en effet, que deux solutions distinctes, l®a?=a, 
î/=p, Zc=2y; 2<» a?=a', î/=p', ^=y'> vérifient le système [1]; on 
a les identités : 

1aa+ 6p + CY=ft , raa' + 6p' + CY'=:fc, 

On en tire, par soustraction : 

( a(a-a')+ 6(P-P')+ c(Y-y') = 0, 
a'(«- a') + 6'(p - p') + c'(y - y') = 0, 

Comme les systèmes de solution sont distincts, on n'a pas, à la 
fois, a=a, p=p', y=y'« Supposons, par exemple, a^a'. On 
pourra éliminer, à la manière ordinaire, (p — p') et(Y — yO» 
entre ces trois égalités; et Ton arrivera à l'égalité : 

D(a-.a') = 0. 

Or on peut diviser les deux membres par («—«'), qui n'est pas 
nul ; donc : 

D = 0. 

250. Discussion. Lorsque D n'est pas nul, le système a une 
solution unique et déterminée, fournie par les formules [3]. On 
n'a donc à examiner que le cas où D= 0. Or, l'équation [2], ap- 
pliquée successivement à la détermination des valeurs de a?, de y 
et de j», donne : 

Da?=m, Dj/=n, Dz=p. ^ 

Si donc D =0, et qu'une au moins des quantités m, n, p ne soit 
pas nulle^ Véquation correspcnda/nte est impossible. Le système est 
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donc impossible; et Pimpossibilité se manifeste par la formsjrf 
qu* affecte au moins Time des inconnues. 

Sif au contraire, on a^ à la fois, Dr=0, m=0, n=0, p=0, 
les équations sont satisfaites, quels que soient a;, y, z; le système 

est indéterminé, et l'indétermination se manifeste par la forme -, 

commune aux trois inconnues. 

231. Cas où les seconds membres des équations [1] sont nuls. 
Examinons enfin le cas où les équations proposées ne contien- 
nent aucun terme indépendant des inconnues: on peut les consi- 
dérer alors comme ayant lieu entre les rapports des inconnues; 
et il suffit, pour déterminer ces rapports, d'avoir une équation 
de moins qu'il n'y a d'inconnues. En effet, si nous considérons 
les deux premières équations : 

{aa?+6y + c-2? = 0, 
a'x+b'y-î-c'zz^O; 

elles peuvent s'écrire de la manière suivante : 



^ I r 1/ 



et l'on eu déduit : 



a'5+5'|:=-c', 



^ X _ c'h — Vc 
--ab'—ba" 

\y a'c — c'a 

iZ ab' — ba'* 



$i, maintenant, on complète le système par la troisième équa- 
tion, et qu'on y substitue à a? et y leurs valeurs en j?, tirées des 

rapports -, -, on trouve: 

z z 

D^=0. 
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Donc, H D n'est pas nul^ il faut que Von ail : z = ; et par suite 
X =0, y = 0. C'est la solution dans ce cas. 

5i D = 0, la dernière équation est vérifiée, quelque soit;r; 
elle est une conséquence des deux premières :%lya donc indé^ 

termination; et cette indétermination se manifeste par la forme - 

que présentent les formules générales; m^is les rapports des incon- 
nues restent déterminés. 



§ lY. Discussion du problème des courriers. 

232. Problême. Nous terminerons ce cliapitre par la réso- 
lution d'un problème dont la discussion résumera tout ce qui 
a été dit plus haut; nous y trouverons une application remar« 
quable de la théorie des quantités négatives, et nous y rencon- 
trerons aussi les différents cas d'impossibilité et d'indétermina- 
tion dont nous avons parlé. 

Deva: courriers M et W parcourent une droite indéfinie XX', dam 
le sens XX', avec des vitesses \ et V; le courrier M passe en un 
point A de cette ligne, h heures avant que le courrier M' ne passe 
en un autre point A!. La distance A A' = d. On demande le point de 
rencontre des deux courriers. 



r A R' A' R 

Le point de rencontre cherché peut être , soit en R à droite 
de A', soit en R' entre A et A', soit en R" à gauche de A; sa posi- 
tion dépend des nombres v^v'ydyh.ll est donc indispensable 
de distinguer plusieurs cas. 

235. !•' Cas. On suppose v>v', et d>vh. Comme le cour- 
rier M parcourt v kilomètres à l'heure, il parcourra v/i kilo- 
mètres en h heures; par suite, lorsque M' sera en A', M sera à 
une distance vh du point A. Ainsi la condition d^vh signifie 
qu'à ce moment, M ne sera pas encore arrivé en A' ; il sera donc 
en arrière de M'; ov il va plus vite que lui, puisqu'on a, v>v'; 
donc il le rejoindra à droite de A'. 

Cela posé, soit R le point de rencontre : prenons pour incon- 
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nue la distance A'R=a?. Le courrier M parcourt la distance 

AR = d+Xy dans un temps — ï— ; le courrier M' parcourt la 

X 

distance A'R = a?, dans le temps -7. Or, d'après l'énoncé, 

M part de A, /i heures avant le moment où M' part de A'; donc 
M met h heures de plus que M' pour parvenir au point R. Donc 
on a l'équation : 

d4-a? X 

En résolvant cette équation (on a soin de faire passer les 
termes inconnus dans le second membre , pour n'avoir pas à 
considérer des nombres négatifs), on trouve la formule : 

•• •« v—v' 

Comme {v — v') et (d— vft) sont positifs, cette formule fait 
connaître sans difficulté la position du point R. 

234. 2* Cas. On suppose v< V, d < vh. Dans ce cas, au mo- 
ment où le courrier M' est en A', le courrier M a dépassé ce 
point, puisque l'on a.vh'^d; il est donc alors en avant de H' ; 
et comme il va moins vite que M', puisque v<C.v\ il sera rejoint 
par lui à droite de A'. Le point de rencontre est donc dans la 
même région A'X' que dans le cas précédent. L'équation du pro- 
blème est donc la même [1]. Mais, pour éviter l'emploi des 
nombres négatifs, on résoudra cette équation en faisant passer 
les termes connus dans le second membre ; et l'on trouvera la 
formule : 

***^'' V — v 

258. 3* Cas. On suppose v>V, d<vh. Dans ce cas, le cour- 
rier M , au moment où M' est en A', a dépassé ce point, puisque 
vh>d; mais il va plus vite que M'; donc la rencontre ne peut 
pas avoir lieu à droite de A'. On comprend, d'ailleurs, qu'elle a 
dû avoir lieu à gauche, avant l'époque considérée, puisque les 
vitesses sont inégales et la route indéfinie. Mais alors deux cas 
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se présentent : le point de rencontre est-il en R' entre A et A', 
ou en R" à gauche de A ? 

Supposons-le d'abord en R', et représentons par x la distance 
A'R' : la distance AR' sera égale à (d— a?). Pour trouver, dans ce 
cas, l'équation du problème, on peut considérer le courrier M 
comme partant du point A à un certain instant, et parcourant 

d ^■~' ne 

la distance AR' dans un temps — — ; au bout de ce temps, il 

rencontre le courrier M', qui, partant alors deR', parcourt la 

distance RX dans un nouveau temps -• Ainsi» lorsque ce der- 

d"^ X X 
nier arrive en A', il s'est écoulé un temps 1 — y, depuis 

que M est parti de A; et Téquation est : 

Supposons maintenant le point de rencontre en R^. Désignons 
par X la distance A'R'; la distance AR'' sera {x — d). On peut sup« 
poser ici, que les deux courriers partent ensemble du point R''; 

/2*._ d 
le courrier M arrive en A après un temps , et le cour- 

rier JT parvient A' après un temps -. Et comme, d'après 
l'énoncé. M' a employé h heures de plus que M, l'équation est: 

XX ^— d m 

[3] '^'^t — !Î = A. 

Or on voit aisément, que les équations [2] et [3] , quoique 

obtenues par des raisonnements différents, sont identiques; 

d X 
car, en séparant les termes - «t -, elles deviennent toutes 

deux: 

d X . X , 

K- — ==/t, 

V V ^ V 

Ainsi, on peut dire que» quand le point de rencontre est & 
gauche de A'» sa position» quelle qu'elle soit , est fournie par 
l'équation [2]. 
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Si l'on résout cette équation, en ayant soin de laisser les 
termes inconnus dans le premier membre , on trouve : 

286. 4* Cas. On suppose v<v', d>vh. Dans ce cas, le cour- 
rier M n'est pas encore en A, quand le courrier M^ s'y trouve , 
puisque vh<id. Ainsi M est alors en arrière de M'; et comme il 
va moins vite que lui, il ne le rejoindra pas à droite de A'.- Mais, 
puisque les vitesses sont inégales, la rencontre a dû avoir lieu 
à gauche. L'équation du problème est donc encore l'équa- 
tion [2]. Seulement, pour la résoudre, on fera passer les termes 
inconnus dans le second membre, et l'on trouvera la formule : 

r;^i v'{d-vh) 

C^l ^= v'-v ' 

237. Discussion. L'équation [1] et les formules [a] et [p] con- 
viennent aux cas où le point de rencontre se trouve à droite du 
point A'. Or les deux formules [a] et [p] ne diffèrent pas l'une 
de l'autre, si l'on continue à admettre les conventions (41); car 
leurs numérateurs sont égaux et de signes contraires, ainsi que 
leurs dénominateurs. On peut donc supprimer la formule [p] et 
ne considérer, pour les deux premiers cas, que la formule [a]. 

L'équation [2] et les formules [y] et [5] s'appliquent aux cas 
où le point de rencontre est à gauche du point A'. Or ces deux 
formules sont aussi identiques, en vertu des conventions (41). 
Donc on peut se contenter de la formule [y] pour les deux der- 
niers cas. 

D'un autre côté, l'équation [2] ne diffère de l'équation [1] que 
par le changement du signe de a?; et les formules [a] et [y] , 
ayant des dénominateurs égaux, et des numérateurs égaux et 
de signes contraires, donnent pour a?, en vertu des conven- 
tions (41), des valeurs égales et de signes contraires. 

Donc V équation [1] et la formule [a], qui la résout^ s'appliqueront 
aux quatre cas, pourvu que Von convienne de porter à gauche de k! 
la longueur mesurée par la valeur de a?, lorsque celle-ci sera 
négative. 
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258. Cas particuliers. Nous avons supposé jusqu'ici, que 
l'on a V ^ v', d ^ vh. Examinons maintenant les cas où ces 
inégalités se transforment en égalités. 

!• Si d = vh, sans que v soit égal à v', la formule [aj donne : 
ûj=0; c'est-à-dire que la distance du point de rencontre au 
point A' est nulle, ou que les deux cowrners sont ensemble en k\ 
On voit, a priori, qu'il doit en êlre ainsi : car, puisque vh=d^ 
M arrive en A' en même temps que M' ; et, puisque les vitesses 
sont inégales , ils ne sont ensemble qu'en ce point. 

2» Si v= v', sans que d soit égal à vh, la formule [a] donne : 
x = ^ ^ 7"^ K Cette forme est (214) le symbole de l'impos- 
sibilité. On doit donc affirmer que, dans ce cas^ les courriers ne 
se rencontreront jamais. C'est ce dont il est facile de se convain- 
cre a priori; car, puisque d n'est pas égal à vhy les courriers ne 
sont pas ensemble au point A' ; et, puisqu'ils ont la même vi- 
tesse , la distance qui les sépare est toujours la même. 

3* Si Von a, à la fois: v= v', d= vh, la formule [a] donne • ^ = 5 • 

Cette forme est ordinairement le symbole de l'indétermination. 
On peut donc penser que, dans ce cas, les deux cowriers sont tou- 
jours emem6te. Mais il faut le vérifier a priori, et cela est facile ; 
car, puisque d = v^J ils sont ensemble au point A'; et, puisque 
leur vitesse est la même, ils ne se sépareront jamais. 

Ainsi, même dans les cas particuliers où l'équation et la for- 
mule cessent d'exister, on peut donner aux symboles que l'on 
rencontre une interprétation qui fournit la solution véritable. 

259. Remarque. Nous ne pousserons pas plus loin la discus- 
sion de ce problème ; nous en avons dit assez pour indiquer la 
marche à suivre. Nous engageons le lecteur à faire d'autres 
hypothèses : par exemple, à supposer que le courrier M' marche 
de X' vers X, ou que le courrier M passe en A, /» heures après 
que le courrier M' est passé en A'. En construisant directement, 
pour chacune de ces hypothèses, l'équation et la formule qui la 
résout, il trouvera toujours que Téquation [1] et la formule [a] 
sont applicables, pourvu qu'il regarde comme négatives les 
grandeurs dont il aura changé le sens. 

AlG. EL. B. 15 



Digitized by 



Google 



2S6 UYRE II. 



tkÈsouL 



21 5. Formule générale pour la résolution d*une équation à une inconnue.*- 
214. Si le dénominateur est nul, sans que le numérateur le soit, l'équa- 
tion est impossible. S'ils sont nuls tous deux, elle est identique, et la 

formule, qui se présente sous la forme g, est indéterminée. — 2IS. On 

prouve directement, que Téquation ax-^b^afœ-^'h' ne peut avoir plus 
d'une solution, à moins que Ton n*ait, à la fois : a=^a', 6=^. — 
216. Formules générales pour la résolution d'un système de deux 
équations à deux inconnues. — 217. Moyen de retenir ces formules.— 
218. On démontre directement, que le système ne peut pas avoir plus 
d'une solution, à moins que l'on n'ait : ab' — Mz^O. — 219. H n'y a à 
discuter que le cas où les coefficients des inconnues sont proportionnels. 

— 220. Dans ce cas, les numérateurs des valeurs de a? et de y sont 
nuls à la fois, ou ne sont nuls ni l'un ni l'autre. — 221 . Les deux équa- 
tions sont alors incompatibles, ou bien elles rentrent l'une dans l'au- 
tre. — 222. Conséquences : la forme — est le symbole de l'impossi- 
bilité, et la forme - est le symbole de l'indétermination. — 225. €as 

particuliers où l'un des coefficients est nul, en môme temps que {aJtf-^ha!). 

— 224. Cas particulier où a=0, 6'=0, a6' — 6a'=0. — 22S. Ta- 
bleau résumé de la discussion. — 226. Cas où c et c' sont nuls : si en 
même temps» oô' — 6(/ = 0, il y a indétermination; mais le rapport des 
inconnues est déterminé. — 227. Formules générales pour la résolution 
d'un système de trois équations à trois inconnues. — 228. Moyen de 
retenir ces formules. — 229. On prouve directement, que le système ne 
peut avoir plus d'une solution, à moins que le polynôme nommé D ne 
soit nul. — 230. Discussion sommaire des formules. — 251. Cas où les 
seconds membres des équations sont nuls. — 5^2 à 237. Discussion gé- 
nérale du problème des courriers. — 238. Cas particuliers ; une même 
formule convient à tous les cas. — 239. Indication des généralisations 
à effectuer dans ce problème. 

EXERCICES. 

I. Quelle relation faut-il supposer entre A, B, A', B', pour que l'expression , 

Aap+B 

A'«+B" 

ait une valeur indépendante de âp? 
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A B 
n faut que Ton ait : 7-,= ^j, ou bien B=0, B'=0. 

A 15 

II. Quelles relations faut-il sun>Oftr entre A, B, G, A', BS C, pour que l'ex- 
pression, 

Ac-fBy+C 

A'»+BV+Cf' 
ait une Talent indépendante à la fois de 9 et de y? 

n faut que l'on ait: X'^^S^^ 

On demande encore, si l'expression peut être indépendante de «, sans l'être 
de y. Non. 

III. Trouver une progression par différence, dans laquelle il existe un rap- 
port constant entre la somme des x premiers termes, et la somme des k» teriBti 
suivants; k étant donné, et x pouvant prendre toutes les valeurs entières. 

Il y a une infinité de progressions qui répondent à la question. Ce sont celles 
dont la raison est double du premier terme* 

IV. Discuter les formules de résolution de trois équations i Uol» inconnues. 
On distinguera les cas suivants : 

1* Les deux premières équations peuvent être incompatibles, quelle que soit 
la troisième. 
On trouvera, pour cela, les conditions : 

1=^,= ^^. etbfc'-fcb'^O. 

2« Les deux premières peuvent être incompatibles avec la troisième. 
Il faudra, pour cela, que le dénominateur conunun soit nul, et que le numé- 
rateur d'une des inconnues ne le soit pas. 

3» Les deux premières équations peuvent rentrer l'une dans l'autre. 
Il faudra, pour cela, que l'on ait: 

£ — . ^ — £. — *. 

4* La troisième peut rentrer dans les autres. 

Il faut, pour cela, que le dénominateur commun soit nul, ainsi que le nu- 
mérateur d'une des inconnues. 

y. Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes, pour que le problème 
du n" 191 , relatif à des réservoirs qui sont remplis par des robinets et par la 
pluie, devienne impossible ou indéterminé. On rendra compte, a priori ^ de 
l'impossibilité ou de l'indétermination. 

On trouve que la condition d'impossibilité est — , = ^ ; et que si, en outre , on 

a : vs^f=f/st , le problème est indéterminé* 
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VI. Si l'on considère les équations : 

L*J \a'x+l/y=zif; 
et que ron pose: [2] Hz'^^.X^] 

on obtient, par cette substitution, deux équations en t et u. On propose de 
vérifier, que le dénominateur des valeurs de I et de u, qu'on en déduit, est le 
produit des dénominateurs que Ton trouve, en résolvant les équations [1] par 
rapport à re et à y, et les équations [2] par rapport à I et à u. 

VII. Même question pour les équations: 

Îax+hy +cx=ky 
a'x+yy+crx^zkTi 
dans lesquelles on pose : 

Ces deux exercices n'offrent que de simples vérifications de calcul. 
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CHAPITRE VIIL 

SUR LES EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT 
SOUS UNE FORME INDETERMINEE. 



S I. De la forme g* 

240. Des cas où l'on rencontre la porbœ -• Lorsque les 

deux termes d'une fraction s'annulent en même temps, pour 
certaines valeurs des lettres qu'ils renferment, l'opération indi- 
quée n'a plus de sens. On est quelquefois conduit à des expres- 
sions de cette forme, en cherchant à résoudre un problème 
indéterminé (2i4, 222 et 258). Quelquefois aussi la fraction 
ne prend cette forme indéterminée, qu'à cause d'un facteur com- 
mun égal à zéro , par lequel on a multiplié ses deux termes ou 
les deux membres de l'une des équations qui y ont conduit (198). 

24i. Ce que l'on doit paire en pareil cas. Dans chaque cas 
il conyient d'examiner avec soin l'origine de l'expression pro- 
posée, pourvoir si les raisonnements qui y conduisent se trou- 
vent en défaut, soit pour l'une des causes indiquées plus haut, 
soit à cause d'une circonstance analogue. S'il n'en est pas ainsi, 
et que Ton ait prouvé, en toute rigueur, que le problème pro- 
posé sera résolu, si l'on a aa?= 6, ou (ce qui est la même chose, 

à moins que a ne soit nul) , a? = -, il est évident qu'une hypo- 

thèse, qui annule a et 6, permettra de prendre x arbitrairement , 
puisque l'on a, quel que soit x , 

OXa?=0. 

Dans le cas même où les raisonnements se trouvent en défaut, 

on peut souvent se servir d'une expression qui devient -, pour 

trouver la véritable valeur de l'inconnue qu'elle représente. 
Remarquons, en efifet, que cette expression, étant applicable 
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tant qu'elle n'a pas pris la forme g, fournit la solution du pro- 
blème pour des hypothèses aussi peu différentes qu'on le you- 
dra de celle qui donne lieu à difficulté. Si donc la question est 
de telle nature, qu'un très-petit changement dans les données 
en doive apporter un très-petit dans le résultat, le rapport des 
deux termes de la fraction, lorsqu'ils tendront simultanément 
vers zéro, différera de moins en moins de la valeur que nous 
cherchons, laquelle sera, par conséquent, sa limite. Cette limite 

se nomme souvent la vraie vatew de la fraction qui devient -• 

Pour trouver la vraie valeur d*nne expression qui , dans une 

certaine hn>othèse, se présente sous la forme ^ y il tant la trans* 

former en une autre qui lui soit égale, et qui ne donne pas lieu 
à la môme difficulté. Nous allons donner quelques règles rela- 
tives au cas où l'expression devient g, par suite d'une valeur 
particulière attribuée à une seule des lettres qui y entrent. 

S4S. Cas où l'expression est le Quansm i» deux TGirmuÈs 
ENTIERS. Nous avous déjà signalé ce cas (198). Soit, en général, 
la fraction ^ 

qui, pour a?= a, prend la forme -. Le numérateur et le déno- 
minateur s'annulant pour a? = «, sont, l'un et l'autre, divisibles 
(76) par (a?— a). Si l'on supprime ce facteur commun, la frac-» 
tion F prendra la forme. 

Si les deux termes ne s'annulent plus pour rr^a, on n'aura 
qu'à substituer cette valeur de a;, et l'on obtiendra ainsi la 
valeur de F. S'ils s'annulent encore, on les divisera de nouveau 
par (pc-^a); et ainsi de suite , jusqu'à ce que l'on rencontre une 
fraction qui ne présente plus la même singularité. Il eçt dair 
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qu'on en trouvera toujours une ; car chaque fois que Ton divise 
par {x — a) les deux termes de la û^ction proposée , leur degré 
diminue d'une unité; et Ton finirait, si l'opération ne s'arrêtait 
pas, par obtenir pour l'un d'eux un quotient numérique. 

Si Ton arrive, par ce procédé, à deux termes dœit l'un s'an- 
nule seul, il n'y a pas difficulté : la fraction tend vers zéro, si 
c'est le numérateur qui devient nul ; elle crott indéfiniment, 
quand c'est le dénominateur qui est égal à zéro. 

245. Application. La fraction 

devient - pourx=:a. Si Ton divise les deux termes par (a?— a), 

il vient : 

„ 0^4- aaa^ — c'a? — 2a^ 

a?»— 13a»a? + 12a« * 

Cette nouvelle fraction prend encore la forme -, pour x=za. 

On peut donc diviser encore les deux termes par (a?— a), et 
l'on a : 

p_ af +3fla?+2a* 
■"a^'+aa; — 12a«' 

Et, si l'on tdàtx=ay on trouve la vraie valeur : 

6a« 3 



244. Cas des expressions irrationnelles. Soit, en premier 
lieu, l'expression: 



qui, pour a? = a, devient -/et à laquelle ou peut ramener 
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presque toutes les autres. Posons v^5 = î/, V^=^>^^>Pâr suite, 
0? = y* , a = &*• ; l'expression devient : , 

ou, en divisant les deux termes par (y — 6), 

1 



F = 



y«-i+6y— î^ 6«y"»-*-f-. . . .+6— V + «>*^'' 



On peut maintenant faire ici, a? = a, c'est-à-dire y = 6 ; et l'on a 
la vraie valeur : 

Considérons, en second lieu, une expression renfermant un 

nombre quelconque de radicaux, et prenant la valeur - pour 

une certaine valeur attribuée à Tune des lettres qu'elle ren- 
ferme. Soit: 

P, Q, R, S, F, Q', R', S', T' étant des polynômes entiers par rap- 
port à a?, et 0?= a étant la valeur de a?, pour laquelle F de- 

vient g. 

Si l'on désigne par P., 0«, R., Sa, F«, Q'a, R'«, S'a, Ta les 
valeurs que prennent ces divers polynômes pour a?=a, on a ; 

[2] Pa + VQ. + VK - V's: = 0, 

[3] Fa+V(FI+VK~VS^-;/Ta=0; 

et, en retranchant des deux termes de la fraction F les premiers 
membres des équations [2] et [3] qui sont nuls, on peut écrire 
cette fraction sous la forme : 

[4] r- ^''^^^"2+f^'"^,^^"*" (VR^yp- (v^-.C/sa)^_ . 
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Divisons maintenant les deux termes par {x — a), et nous aurons : 

p-pg Vq-VqI Vr-VrI Vs-VsI' 

p^— p^g Vo^-Vcr» ^ Viv— \/r\I y y- v/s^> Vr— Vn ' 

Pour trouver la vraie valeur de F, il suffit de trouver celles 
des fractions "" * , sl^'^s » \l — si a ^^ . ^^ ^^ 

p p 

sentent toutes sous la forme -• Or les deux fractions ^, 

P' P' 

^, ne contenant pas de radicaux, leurs vraies valeurs 

s'obtiendront par la méthode indiquée (242); et il suffira évi- 
demment de diviser les numérateurs par (a? — a), et défaire a?= a 
dans les résultats. Toutes les autres fractions étant de même 
forme, il suffira de considérer l'une d'elles. Or, on peut écrire 
identiquement : 

yô-yQ: ^ yô-yô: .. o~Q. 

x^a Q— Qg x—a^ 

et la limite du premier membra sera le produit des limites des 
facteurs du second. On sait trouver la vraie valeur du dernier 
facteur (242). Quant à celle du premier, comme Q tend versQ., 
lorsque x tend vers a, on peut assimiler ce facteur à l'expres- 
sion ^ ^ v^ ' sa vraie valeur est donc — ^, : et par suite 
a?— a ' m^Qg— * ^ 

la vraie valeur de la fraction est déterminée. 
248. Application. Trouver, pour a? = 1 , la vraie valeur de 

"" 0?'+ 1 -f- v^3a?4- 1 — v^63a?+ 1 

Il est facile de s'assurer que cette fraction devient, en effet, 

- pour a? = 1 ; car le numérateur devient i^8 — v/2 + y'ï — ^32, 

ou 2 — v'^ + v^ — 2, ou v^4— v/i, ce qui est bien nul; et le 
dénominateur devient 1 + 1 + y/S — v^64 , ou 0. 
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Ponr opérer, d'après la méthode indiquée, nous écrirons : 

et, eo dirisant les drax fermes par {x— 1), 



y__ ^— 1 aC— 1 ^ S-^l S— 1 



«-1 ■*■ î=l inï 



Or, on a, d'après la r^;le indiquée: 






!• . 

irtlalîmîteest: ^7^x2, on |. 



^-1 (a?-l)(v^M-r+^)~^5+ï+v^' 



et la limite est: --7=. 

2v^ 



3^ 



!• 



^5a;— 1 _^4 _ v^5a?-~ 1 — ^4 5a?— 5 



X- 



x—i 5a;— 1 — 4 '^ a? — 1 * 

et la limite est : 

1 5 5 

:X5, ou 



40 V^20a?+12— v/32 _ yaCar+lg — v^32 20a? — 20 
a?— 1 20a?+l2 — 32 ^ a?— 1 ^ 

et la limite est : 

g^X20. ou _^^X20, ou i. 
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et la limite est 2. 

0?— 1 (a.-.i)(^3a?+l+v^4) ^3a?+l + 2' 

et la limite est |. 

-, V^63a?+l— V^64 _ v^ 630?+ 1 — ^64 6337 — 63 
x—l ~ 63a?+t — 64 ^ 0?— 1 ' 

1 21 

et la limite est : 8/^^ X63, ou y^. 

La vraie valeur de F est donc : 

1 1 , _5 1 J j_ 

p_ ^ 2v/2 8v/2 ^ _, 8v/2 12 _ 3v/2— 4 
3 21 "" 23 23 * 

^ + 4~Î6 16 

246. Remarque. Le seul cas d'exception que présente la mé- 
thode précédente, est celui où, en additionnant les vraies valeurs 
des diverses fractions dans lesquelles on a décomposé les deux 

termes, on retrouverait encore ^. Si le numérateur seul est nul, 

la fraction tend vers ; si le dénominateur seul est égal à zéro, 
la fraction crott indéfiniment. 

§ n. De la forme ^ . 

247. Moyen de trouver la vraie valeur d'une fraction 
QUI devient — . Lorsque les deux termes d'une fraction crois- 
sent indéfiniment avec la valeur d'une lettre variable qu'ils ren- 
ferment, il est quelquefois utile de déterminer la valeva- limite 
de cette fraction. Pour y parvenir, cm doit d'abord diviser les 
deux termes par une puissance tellement choisie de la lettre 
qui augmente mdéfiniment, qu'aucun d'eux ne devienne infini. 
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et que cependant ils ne tendent pas tous deux vers zéro. La limite 
devient alors évidente. 

248. Exemples. !• Trouver la limite de 

* 7a?» + a;* + a?» ' 

quand x croît indéfiniment. En divisant par a^ les deux termes 
de la fraction, on a: 

et l'on voit que, quand a? croit indéfiniment, F tend vers la li- 
mite ~ : car tous les termes, qui contiennent x en dénominateur, 
tendent vers zéro. 
2* Trouver la limite de 

p_ s/cF+bx+l+2x 

quand x croit indéfiniment. En divisant par x les deux termes 
de la fraction, elle devient : 



et, quand x augmente indéfiniment, elle tend vers 
1+2 3 

249. Remarque I. S'il arrivait qu'après la division le numé- 
rateur eût pour limite zéro, et pour dénominateur une limite 
finie, la fraction tendrait évidemment vers zéro. S'il arrivait, au 
contraire , que le numérateur tendit vers une limite finie, et le 
dénominateur vers zéro, la fraction croîtrait indéfiniment. 
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Exemples. La fraction 

5a^+7a;+i 
'""a;» + 2a? + l ' 

tend vers zéro, quand x augmente; car cette fraction est équi- 
Yalente à 

Au contraire, la fraction 

x+ 1 * 
augmente indéfiniment avec x ; car elle équivaut à 



P^V^+ï+l 



1+1 

' X 

S30. Remarque II. Si Ton éprouvait quelque embarras à dé- 
terminer la puissance de a?, par laquelle il convient de diviser 
les deux termes de la fraction , il faudrait diviser par une puis^ 
sance indéterminée af, et fixer ensuite la valeur de a par la con- 
dition qu'aucun terme ne rcst&t infini , et que tous ne devinssent 
pas nuls. 

Exemple. Trouver la limite de la fraction : 

^F+kcFp[+l/x^+bx+l ^ 
■" v^a^47a?-f-3 + v^2aj« + 3 

La division par cf donne : 

"" ^a*-8«-j-a?»-«*+ 3ar'*4- J/2a^^+3ar** 
Pour que les conditions soient remplies, il faut que Ton ait : 

3 — 7a«i^0, 4— 3a«5^0, 2— 5a«5^0, 8 — 6a«^0; 
oubien: «^f, «^f, «^f> «^f. 
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Il faut donc que a soit au moins égal à f . On adoptera cette va- 
leur minimum ; car une valeur plus grande rendrait tous les 
termes nuls, pour a; = oo . En fusant a = f , et supprimant toutes 
les puissances négatives de a; , qui deviennent nulles pour x= oo , 
on trouve pour limite de F : 

fe> ou ™. 

261. Remarque III. Lorsqu'un produit A.B devient 0X«>, 
pour une valeur de a?, on le ramène à la forme A : — r-> qui de- 

(b) 

B c» 

vient -, ou à la forme ~r-, qui devient ~ ; et l'on cherche àap- 

(â) 
pliquer les règles précédentes. 



S m. De la forme « — « . 

S82. Cas où l'expression est la différence de devx radi* 
CAUX DU SECOND DEGRÉ. Considérous l'cxpression: 

P et Q étant deux polynômes en a?, qui deviennent, l'un et 
l'autre, infinis, quand x crott indéfiniment. Multiplions et divi- 
sons cette expression par v^ + v^ ; elle prend la forme : 

P-0 



^P + V^Q 



Si le polynôme <P — Q) est indépendant de x, comme le déno- 
minateur augmente indéfiniment avec la valeur de cette lettre, 
la fraction tend vers zéro. Si (P— Q) renferme a?, il augmente 
aussi indéfiniment ; et la question est ramenée à trouver la vraie 
valeur d'une fraction qui devient —, 

La méthode est la même, si l'un des deux termes de la diffé- 
rence est un polynôme entier en x* 
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Exemple. L'expression 

sjix^ — 7a?-f-l— a?, 

qui prend la forme —pour »= « , est équivalente à 

a?—lx + \—oi^ — 7a?+l 

si Ton divise les deux termes par x, elle devient : 

' X 



V 



l-l+i+l 



et sa limite, quand x croît indéfiniment, est — i. 

S IV. Du cas où Texpression renferme plusieurs lettres variables. 

SS5. Indétermination de l'expression dans ce cas. Lors- 
qu^une expression prend la forme ^, pourplusievrs valeurs simul- 
tanées attribuées à des lettres qu'elle renferme^ on doit, en général, 
la regarder comme complètement indéterminée. La limite vers la- 
quelle elle tend, lorsque les lettres s'approchent des valeurs 
qu'on veut leur attribuer, dépend alors de la loi qu'elles suivent 
pour s'en approcher. 

Soit, par exemple, l'expression 

x+y — 3 

qni, poura?=l,îf=2, devientg.Posons:a?=l+a, î/=2 + P; 
elle devient : 



2a + p + op' 

et, pour obtenir la limite cherchée, il fiiut faire, dans ce ré- 
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sultat, a=0, p = 0. Or, si Ton divise les deux termes parp, 
l'expression devient : 



2j+l+. 



Si Ton fait tendre a et p vers zéro, on peut assigner à leur rap- 
port une valeur arbitraire m ; car la loi de leur décroissement 
est arbitraire; et l'expression aura évidemment pour limite 

J^"^ ; ce qui, en choisissant m convenablement, peut prendre 
toutes les valeurs possibles. 

26A. Exception. Cependant il y a des exceptions à cette pro- 
position. Souvent une fraction qui devient -, par suite de la pré- 
sence d'un facteur commun à ses deux termes » qui s'annule , 
n'offre plus aucune indétermination, quand on a supprimé ce 
facteur. 

Exemple. L'expression 

x+y — i ' 

qui devient-, pour a? = 1, î/= 1, peut s'écrire: 
(œ + y + 9i){x + y — 2) 

ou simplement, (a?-|-y + 2), après la suppression du facteur 
(x+y — 2); et, pour a? =1, y = i, elle est égale à 4. 

288. Marche a suivre. En général, si une expression algé- 
brique ^, contenant des lettres a?, y, z..., prend la former, 
quand on y fait simultanément, a?=a, y=6, «==(?..., on pose: 
a? = a-|-A, y^zb-^-ph, z=zC'{-qh...; 

on substitue ces valeurs dans l'expression, et on réduit le plus 
possible; puis on fait A=0 dans le résultat. Si l'on trouve alors 
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une expression indépendante des quantités arbitraires p, g..., 
on a obtenu la vraie valeur de la fraction. Mais, si les quantités 
p, ?..., ou quelques-unes d'entre elles, restent dans la fraction, 
la valeur de celle-ci est indéterminée, puisque l'on peut faire 
tendre a?, y, z..., vers a, 6, c, ou h vers zéro, en donnant à 
p, (1^..., des valeurs quelconques. 

BéSUMÉ. 

240. Lorsque les deux termes d*une fraction s'annulent pour certaine 
valeurs des lettres qu'elle renferme, Topération n'a plus aucun sens. — 
241. Si les raisonnements, qui assignent à une inconnue une valeur 
égale à cette fraction, ne sont pas en défaut, l'inconnue est indéterminée. 
Lorsqu'ils sont en défaut, on peut souvent, faire usage de l'expression 
trouvée, en cherchant sa limite qu'on nomme sa vraie valeur. Pour trou- 
ver cette limite, on transforme l'expression en une autre qui lui soit 
égale, et qui ne donne pas lieu à la même difficulté. — 242. Cas où l'ex- 
pression est le quotient de deux polynômes entiers. — 243. Applica- 
tion. — 244. Cas des expressions irrationnelles. — 241S. Application. 
— 246. La méthode est en défaut dans un cas particulier. — 247. Cas 
où la fraction prend la forme ^ . — 248. Exemples. —249. La limite 
peut être nulle ou infinie. — 2M. Moyen de déterminer la puissance 
de la variable, par laquelle on doit diviser les deux termes. — 251 . Cas 
où l'expression prend la forme X «> . — 262. Cas où elle est la diffé- 
rence de dei^x radicaux du second degré, qui, l'on et l'autre, augmentent 
indéfiniment. — 253. Si l'expression renferme plusieurs lettres varia- 
bles, et devient - pour des valeurs particulières attribuées à ces let- 
tres, elle est, en général, indéterminée.— 254. Il y a des exceptions.— 
255. Méthode générale pour le reconnaître. 

EXERCICES. 

I. On démontre, en géométrie, que, si Ton représente par « et par S les sur- 
faces de deux polygones réguliers semblables, Tun inscrit et Tautre circonscrit 
à un même cercle, les surfaces <' et S' de deux autres polygones réguliers sem- 
blables, ayant un nombre de côtés double, Tun inscrit et l'autre circonscrit 
au même cercle, sont données par les formules: 

S'—*' 

on demande la limite du rapport -5 , quand (S— «) diminue indéfiniment. 

s>— • 

Alg. él. B. 16 
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Sî Ton remplace, dans ce rapport, S' et y par kurs Tsfeurs, on tnmre q«e k 

limite est 7. 

II. On démontre encore, que, si Ton représente par p et par P les périmètres ' 
des deux premiers polygones du problème précédent, les périmètres i?' et F 
des deux derniers sont donnés par les focmvles : 

P* «/ 

on demande la limite du rapport ^ , quand (P— p) tend vers zéro. 

On troure, par os procédé analogue, que ki limite efl ^. 

m. On démontre aussi, que, m Ton désigne par R et par r le rayon et Tapo- 
thème <fun polygone régufier , le rayon R' et Tapothème f* du polygone régu- 
^ lier isopérîmôtre , sont donnés par les. fermolet r 

trouYer la limite du rapport ^ , quand (R— r) tend vers zéro. 

Cette limita est encore £. 

lY. Calculer la limite de y^T+T— #, qti«Qd w cpatt inëAftiriment, 
^ On trouve cette limite égale à aéro. 

V. Calculer la Hmite de V«»-f-5ap+ 1 —a?, quasd m croit indéfiiûiiient 
On trouve -. 

TI. Trouver, pourssi, la vraie valear de Is fraclîoa, 

F— Va; 4- V43a;-f 6— y/gp^+l + /l»5a; + l 

Oi ai^qœiala méihodedan» 244, eaniBarquaal que Voii a istotiqueiaent : 

a;— a 

,. yQ4:yR-VQr+yR^ / Q--Qa yR-^yg; R-Ra \ 

Q4^â_û,_yR; V^-a"*" R-Ra ^ a;-a/» 
et <fa6 Ton sait trouver ht Hmite du seeend mmbn, Ott tfoofm qve U UB»te 

éeFert^. 

VII. Trouver la limite de a— ^a^-rl^, quand a et 5 augmentent indéfini- 
ment, de manière que le rl^p^t — tende vetv une limite fixe 2 p. 

On trouve que la. limite est p. 
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LIVRE III. 

DES ÉQUATIONS DU SECOND INEGRÉ. 



CBAPITRE PREMIER. 

DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRE A UNE INCONNUE. 

2S6. Forme gémiérale d'une équation a une incounub. Une 
équation à une inconnue x est du second degré, lorsque ses 
deux membres, étant entiers en a?, contiennent le carré de Tin- 
connue, et ne la renferment pas à une puissance supérieure. Cette 
équation ne peut donc renfermer que trois sortes de termes : 
saToir, des termes qui contiennent le carré de x, des termes qui 
contiennent sa première puissance, et des termes indépendants. 
Par conséquent, si Ton fait passer tous les termes dans le pre- 
mier membre, et que Ton réunisse en un seul tous les termes 
en a?*, en un seul tous les termes en a?, et en un seul tous les 
termes connus, l'équation prend la forme générale^ 

ax^'\'bX'{'C=0; 

Ojb, c étant des nombres donnés qui peuvent être positif ou 
négatilis. 
Par exemple, Téquation, 

2 a?»_^ . 2a?^ 26a? 

se transforme successivement en les équations suivantes : 

9 3 ^ ^ 15 "^ 5 ' 
5aî*—a0a?* + 135aî+78a?— 360— 18 = 0, 
—25aJ^+213ar— 378=0, 
aSa;*— 213a? +378 = 0. 
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Les solutions de Téquation du second degré se nomment ses 
racines. 

Le coefficient a ne peut pas être nul ; car l'équation cesserait 
d'être du second degré ; mais lés coefficients 6 et c peuvent être 
égaux à zéro. L'équation prend alors l'une des formes : 

On dit, dans ces cas, qu'elle est incomplète. 

S I. Résolution de réquation du second degré. 

287. Cas où l'équation est de la forme ax^-{-c=0. Lorsque 
l'équation du second degré se présente sous la forme, 

[1] aa?+c=0, 

on peut la considérer comme une équation du premier degré 
dont l'inconnue serait a?*; et l'on en tire : 

a 
Si donc est v/n nombre positifs ce nombre est le carré de 

tv 

l'inconnue. La valeur de x est donc la racine carrée de — -; 

et, comme cette racine (96) a deux valeurs égales et de signes 
contraires, on a detix solutions: 



[2] 



' = + \/-l' ^'=-\/-l' 



Sif au contraire, ~â^^ négatif, il n'y a pas de nombre, positif 

ou négatif, dont ce nombre soit le carré (96). Véquation [1] n^a 
donc pas de solution. Cependant on dit alors, qu'elle a deux racines 
imaginaires, représentées par les formules [2]. 

SU$8. Cas où l'équation est de la forme aa^-^-bx^^O. Lors- 
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que le terme indépendant de x est nul, l'équation se présente 
sous la forme : 

[1] aa^+to=0; 

on peut alors mettre x en facteur, et écrire : 

x{aX'\-b)=0. 

Or, pour cp'un produit de deux facteurs soit nul, il faut et il 
suffît que l'un quelconque des deux facteurs soit nul. On aura 
donc toutes les solutions de l'équation, en posant : 

a?=0, aa? + fr=0> 
équations du premier degré, dont les solutions sont : 

[2] x'=0, a?"=— -• 

Ainsi, dans ce cas, V équation a deux racines^ dont Vune est toujours 
nulle. 

289. RÉSOLUTION DE l'équation COMPLÈTE. Gonsidérous main- 
tenant l'équation complète, 

[1] oaî"+te+c=0. 

Pour la résoudre, on cherche à la ramener à la forme [l] du 
n* 257, dans laquelle le premier membre est un carré contenant 
l'inconnue, et le second est tout connu. A cet effet, on multiplie 
les deux membres par ka (ce qui est permis (122), puisque a n'est 
pas nul); puis on fait passer kac dans le second membre, et l'on 
obtient l'équation équivalente: 

4aV + kabx = — kac. 

On reconnaît alors sans peine, que le premier membre se com- 
pose des deux premiers termes du carré de (2aa?+6), et qu'il 
ne manque que 6* pour compléter ce carré. Si donc on ajoute 
5* aux. deux membres, l'équation devient : 

4a V + kahx +b^ = b^^kac, 

ou (2as+bY=b^—kac. 
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Elle a ainsi la forme cherchée : (6* — kac) est le carré de (2aa7+ &). 
Si donc (&• — kac) est positif j]a valeur de (^ax + b) sera la racine 
carrée de ce nombre; et comme celte racine a deux valeurs 
égales et de signes contraires, on aura indifféremment : 



équations du premier degré, d'où Ton tirera : 



^_ —b+)/b^—kac ^^_ —h^y/b^—kac 

^— â5 ' ^■- ai • 

Véquation a dom deux solutions. On indique , en général, cette 
double valeur, en écrivant de la manière suivante : 



[2] ^^-tdzyj.,^.. 



2a 



et Ton sous-entend alors, que -|-y^6* — 4ac représente la valeur 
positive du radical , et que — y/ô' — kac représente sa valeur 
négative. 

Si^ au contraire, la quantité (b* — 4ac) est négative j ^b* — kac 
ne représente, d'après nos conventions , aucun nombre positif 
ou négatif 5 et réquationproposèe n'admet aucune solution. Cepen- 
dant cm dit alors, qvCelleu deux radties imaginaires, représentées 
par la formule [2]. 

Il pourrait arriver que {h* —kac) fût égal à zéro^ dans ce cas, les 
deux valeurs de ^b^-^kac se réduisent à zéro ; l'équation de- 
vient : (2 aa?+ 6)*, = 0, et les racines deviennent, Tune et l'autre : 

x=- — — . Uèquation n'admet donc qu*une solution. On dit ce- 
Àa 

pendant encore, qu'este a deux racines^ mais qu'elles sont égales, 

260. Une équation du deuxième degré a toujours deux 
RACINES. En résumé, on voit qu'une équation du second degré 
admet quelquefois deux solutions, quelquefois une seule; et 
quelquefois enfin, elle n'en admet aucune. On dît cependant, 
qu'elle en admet toujours deux, qui peuvent être réelles et dif- 
férentes, réelles et égales, ou imaginaires. Il peut sembler 
puéril, au premier abord, de choisir ainsi une forme détournée. 
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pour affirmer, dans tous ks cas, rexistence de deux racines, qui 
n'en existent pas pour cela davantage. Ces locutions et l'intro- 
duction dans les calculs de nombres imaginaires sont cepen- 
dant une conséquence de Tesprit de généralisation qui règne en 
algèbre. Il serait impossible, en effet, d'opérer sur des expres- 
sions littérales, si la forme des résultats changeait avec la valeur 
numérique des lettres. Il faudrait, à chaque instant, diviser et 
subdiviser les questions, pour obtenir les formules correspon- 
dantes à telle ou telle hypothèse. L'adoption des nombres néga- 
tifs et imaginaires a pour but d'éviter cet inconvénient. Dans 
une question particuUère, Tintroduclion de ces nombres n'aurait 
aucune utilité ; maïs, dans Tétude générale d'une dasse de ques- 
tions, ils permettent d'exprimer et de démontrer, en une fois, 
des règles et des résultats qui exigeraient, sans cela, des dé-> 
monstrations et des formules distinctes. 

261 . DÉFINITION DE l'expression maginaibe. Ou désigne, en 
général, sous le nom d* expression imaginaire^ la racine carrée 
d'un nombre négatif. D ne faut attacher à cett« locution aucune 
idée relative à la mesure des grandeurs. Une expression ima- 
ginaire, semblable en cela à un nombre négatif, ne représente 
aucune grandeur. Mais, de même que les opérations faites sur 
les nombres négatifs, les opérations relatives aux expressions 
hnagînaîres reçoivent convenlionnellement un sens, et de- 
viennent un moyen précieux de généralisafion. 

La première de ^c^ £onventions consiste^ en ce que le uirré de Vex- 
pression y/— A est — A. 

Pour définir les autres opérations, on convient d! appliquer aux ex-- 
pressions imagvnaires toutes les règles démontrées généralement pour 
(es quantités réelles. (On donne le nom de réels aux nombres posi- 
tifs et négatifs.) 

262. Forme des racines ima<3INAIRes de l'équation du se- 
cond DEGRÉ. Les racines imaginaires de l'équation du second 
degré sont, d'après ce qui précède, des expressions de la forme 
A+ v^ — B, B représentant un nombre positif. Si Ton désigne 
par b la racine carrée de ce nombre, de telte sorte qat l'on ait, 
B = b\ l'expression imaginaire, qui représente la racine, de- 



Digitized by 



Google 



248 LIVRE III. 



vient A + v^ — 6% ou A+v^^'X(— !)• Puisque Ton convient 
d'appliquer aux opérations relatives aux expressions imagi- 
naires toutes les règles démontrées généralement pour les nom- 
bres réels, on fera sortir le facteur b* hors du radical, comme 
s'il s'agissait de la racine carrée d'un produit positif; et l'on 
écrira l'expression ainsi : 



D'après cela, \/—l servie seul facteur imaginaire, qui entrera 
dans une expression imaginaire. On le définira, en disant qu'il a 
pour carré — 1. 

En général, comme nous Tavons dit, les règles démontrées 
pour les nombres réels serviront de définition, dans ce cas nou- 
veau, aux opérations qui, sans cela, n'auraient aucun sens. 

265. Simplifications de la formule générale. La for- 
mule [2] fournit, dans tous les cas, les racines de l'équation [1]. 
Elle montre que, pour les obtenir^ on prend le coefficient de x , 
après avoir changé son signe; on lui ajoute et Von en retranche 
séparément la racine carrée du nombre formé , en soustrayant du 
carré de ce coefficient le quadruple produit du coefficient de x* par 
le terme indépendant ; puis on divise le résultat par le double du 
coefficient de x". 

Mais il arrive quelquefois, que cette formule et la règle qu'elle 
exprime se simplifient légèrement. 

V Souvent le coefficient de a? est égal à l'unité ; on peut tou- 
jours, d'ailleurs, amener cette circonstance, en divisant les deux 
membres par a. L'équation prend alors la forme : 

[3] d^+pX'\-q = Q. 

On peut résoudre directement celte équation, en faisant passer q 
dans le second membre, puis en ajoutant^ aux deux membres, 
et en extrayant les racines des résultats, comme on l'a fait au 
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n" 289. Mais il est plus simple de déduire la nouvelle formule 
de la formule [2], en y faisant a= 1 , b =p, c = q; éûe devient : 



—p±y/p*—kq . 

0?— ^ , 

OU, en effectuant la division du radical par 2, 

Il faut savoir par cœur la formule, sous cette dernière forme, 
et l'employer toutes les fois que a=l. Elle montre que, pou/r 
résoudre f équation, [3], il faut prendre la moitié du coefficient de x 
changé de signe^ puis ajouter et retrancher successivement la racine 
carrée du nombre quon obtient en soustrayant du carré de cette 
moitié le terme tout connu. 

2* Il peut arriver que le coefficient b dex soit pair. Si Ton met 
le facteur 2 en évidence^ en posant &= 2^, l'équation [1] prend la 
forme : 

[5] aa?*+2fcr-j-c = 0. 

On pourrait encore résoudre directement cette équation par 
la méthode (289). Toutefois on multiplierait seulement les 
deux membres par a, et l'on fonderait dans le premier le carré 
de (ax + k). Mais il est plus simple de faire l'hypothèse b=2k 
dans la formule [2] ; elle devient : 



— 2fe±v/4fc*-~4ag 
2a 

ou, en divisant les deux termes par 2, 



^= 2^ ' 



-^- — k±\Jk^ — ac 
[6] x = . 

Ainsi, pour trouver les racines dans ce cas, il faut prendre la 
moitié du coefficient de x changé de signCy ajouter et retrancher la 
racine carrée du nombre qu'on obtimt en retranchant du carré de 
cette moitié le produit du coefficient de x* par le terme indépendant^ 
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€t diviser les résulMs par le coefficient de \K II ne faut jamais se 
dispenser de faire cette simi^ification, quand elle se présente. 

264. Appucations. !• S(»1 l'équation : 



0?— 7aî+10 = 0; 



on aura : 



â» Soit l'équation: 






3a?«4-14ii?— 440=0; 



on trouve : 



x= 



— 7 zh v/49 + 3.440 _ — 7 ± v/l369 _ — 7 ± 37 . 



3 



ix' = ^ \' ^' =10, 



) . —7 — 37 44 

(^=— 3— =-T- 



3* S<Mt l'équation : 



on a: 



X 



7a;*— 13»+3=0; 
_ 13±:s/169— 4.7.3 _ 13±v/ë5 , 



14 



14 



,_13+V85 



a/'= 



13 — y^85 



14 



4' Soit l'équation : 
on a: 



îT» — 6a?-i-9 = 0; 
a?=3dzv^9— 9 = 3; 1 v/^a' (racines égales). 



5*> Soît réquatîon : 



2«*— ll»+20=0; 
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on a : 

^ (y_ n+v/39vCT - 

^ llzby/iai— 4.2.20 ll±v^--39 ] 4 ' 



4 



> 



cines imaginaires). 
6° Soit l'équation littérale : 

On chasse d'abord les dénominateurs; puis on transpose, et l'on 
réduit les termes semblables; et l'on trouve : 

(a— è/a?*— (a»+6^(a+5)^H-a6(a+6)*=:0. 
Delà: 



^ 2ia—by » 

ou. 



{a+b)\a'+b'dzif(a-^by+k(^b^ 

^ 2(a-^)* • 

265. L'ÉQUATION NE PEUT AVOIR PLUS DE DEUX RACINES. On 

peut prouver directement, sans la résoudre, que l'équation gé- 
nérale du second degré ne peut avoir plus de deux racines, à 
naoins que l'on n'ait : a=0, è=0, c=0. Supposons, en effet, 
que l'équation £1] a trois racines distinctes «, ^^ y : on aura les 
identités : 

|aoc*-j-6a+c = 0, 
ap. + èp+c=0, 

on en tire, par soustraction, les identités : 

ra(««-p«) + 6(«-p) = 0. 
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OU, en divisant Tune par (a— p), etFaulre par («—y)» ce qui est 
permis (123) : 

|a(a+Y) + 6 = 0. 

On soustrait encore la dernière égalité de la précédente ; ce qui 
donne : 

Comme (p— y) n'est pas nul, cette égalité prouve que a=0. 
Par suite, Tune des deux précédentes donne, 6 = ; et Tune des 
trois premières donne, pour conséquence, c=0. 

$ II. Discussion des formules. 

266. Cas où les racines sont réelles et inégales. On a vu 
que, lorsque (6'— 4a(?) est positif, l'équation [1] a deux racines 
réelles et différentes : 



, __ — b — v/6* — kac ,, — fe + \/6* — kac 

2a ' 2a 

On peut admettre que a est positif; car s'il ne l'était pas, on 
changerait les signes de tous les termes, et on le rendrait ainsi 
plus grand que zéro. Le dénominateur des deux racines est 
donc positif; et ces racines ont le signe de leur numérateur. Or 
peut être positif, nul ou négatif. &i c zzi positifs {h^-^kac) est 
plus petit que h^\ et par suite v/6* — kac est plus petit que la 
valeur absolue de h : donc c'est le terme — b qui donne son 
signe aux numérateurs : donc, dans ce cas, les deux racines ont 
le même signe^ qui est celui de — h. Si c est négatifs (b* — kac) est 
plus grand que &•; le radical est donc plus grand que la va- 
leur absolue de la quantité qui le précède, et il donne son signe 
aux numérateurs : les deux racines sont donc de signes contraires; 
et la plus grande, en valeur absolue, est x'j si b est positif, et xf\ si 
b est négatif. Dans le cas particulier ow c= 0, ^b* — kac est égal 

à la valeur absolue de b : par suite, x'= , et x''=0, si b e*^ 

positif x' = 0, x" = , si h est négatif. 

a 
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267. Cas où les racines sont réelles et égales. Lorsque 
b* — 4ac=o, on sait que les deux racines sont égales, l'une et 

Tautre, à — — : elles ont donc un signe contraire à celui de b. 

On peut remarquer que, dans ce cas, l'équation générale [1] 
peut s'écrire : 



ou 



K'^+Ày='- 



Son premier membre est un carré parfait^ multiplié par a. 

268. Cas où les racines sont imaginaires. Lorsque (b* — 4ac) 
est négatifs on sait que les racines sont imaginaires ; et, en po- 
sant, — — = a , et ^ \ = p, elles deviennent : 



a?'=a — Pv^— I, a/'=:a + Pv^— 1. 

Le premier membre de l'équation peut, dans ce cas, se mettre 
sous une forme particulière, très-utile à connaître. En effet, on 
a évidemment : 

Or les trois premiers termes, dans la parenthèse, composent le 

carré de (aî+T-V, et le$ deux derniers se réduisent à ^^"7 * 
\ 2 a/ * ^ 

Donc l'équation peut s'écrire : 



Mais ■ ^^T ^st un nombre positif, que Ton peut regarder 
comme le carré de sa racine carrée. Donc on peut écrire : 

•{('+è)'+('^^'H«- 
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Ainsi le premier membre est le produit par a de la somme des carrés 
de deux expressions rédles. 

Cette ficHTne montre bien pourquoi l'équation , dans ce cas, 
n'admet aucune solution : car il n'est pas de nombre positif ou 
négatif, qui, substitué à x dans le premier membre, puisse l'an- 
nuler. 

260. Tableau de la discussion. La discussion précédente est 
résumée dans le tableau suivant : 

/ v^qC ^<0, deux racines positives, 
5* — 4ac > 0. 1 ^> 1 6> 0, deux racines négatives. 

2 racines réelles etjc=ojune racine nulle, une racine = . 

inégales. f ^ ^ 

\c<0 { deux racines de signes différents. 

b*—kac=0. r 

— ; v^v'— — P^ premier membre est 

2 racines réelles etp—^— 2a' ( carré parfait, 
égales. \ 



!<0. (a?'=a— Pv^^^ rie premier membre est 
jinaires,(ic*'=a+Pv^;^' l la somme de 2 carrés. 



6* — 4ac<0. 
2 rac. imaginaires. 

270. Remarques. 1« Lorsque a et c sont de signes différents, 
les racines sont toujours réelles : car (6*— 4ac) est alors une 
somme, toujours positive. 

2"* Pour que les racines soient égales et de signes contraires, il 
faut et il suffit que l'on ait : 6 = 0. En effet, si « et —a sont les 
deux racines, cm doit avoir, à la fois : 

raa*+6a+tf=0, 
(aa*— 6a'-|-6=0; 

d'où l'on tire, par soustraction : 

26«=0, 

ou, puisque • n'est pas nul, 

6=0. 

La condition, d'ailleurs, est évidemment suffisante. 
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S m. Propriétés des racines. 

27 1 . Théorème I. La somme^ des racines de r équation du second 
degré est égale au quotient^ changé de signe y du coefficient dexdi' 
visé par le coefficient de x". 

En effet, si Ton additionne les formules [2] du n"" 289, on a : 

[1] :v! + d' = -^ 

a 

272. TvÉOKÈME H. Le praâtdt des racines est igat au quotient 
du terme tout contm^ divisé par le coefficient de x*. 

En effet, si l'on multiplie les mêmes formules l'une par l'autre, 
on a: 

^^,_ (— 6— y/b^ — 4ac)(— ft + yy — 4ag) _ y-(y— 4og) 

ou, 

[2] . a/a/'=î. 

273. Remarques. Ces deux théorèmes peuvent se démontrer 
à priori. Car, dire que a?* et a?*' sont les racines de réqnation, 

ac^-i-hx-^-c^^Oj 

c'est dire qu'on a les identités : 

(ax'^+bccf +c = 0, 
[aa/'^+bof+c=0; 

or, on en tire, par soustaractioa: 

aCa/»—a/'^) + 6Ca/— 0/0=0; 

et, en divisant par (a^—ccT)^ 

a(a/+af)-^b=:0; 
donc: 

[I] a?' + ^=-i- 
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Si Ton remplace b par — a(a/+a/0 dans la première des iden- 
tités précédentes, il vient : 

d'où: 

[2] a?y=^. 

Ces deux propositions sont fort importantes; leurs applica- 
tions sont nombreuses. Nous en indiquerons quelques-unes. 

274. DECOMPOSITION DU PREMIER MEMBRE DE l'ÉQUATION DU 
SECOND DEGRÉ EN FACTEURS DU PREMIER DEGRÉ. Si of et a/' dési- 
gnent les racines de l'équation , 

[1] ax^ + bx-\-c = o^ 

on a (275): 

a 



Si Ton divise les deux membres de l'équation [1] par a, et que 
l'on remplace - i 
membre devient : 



b c 
l'on remplace - et - par les valeurs précédentes, son premier 



ou, comme il est facile de le vérifier, 

{x^x^){x—a/'). 

Ainsi, le premier membre (Tvm équation du second degré, mise sous 
la forme, 

^ a ^ a * 

est le produit de deux binômes du premier degré , égaux à V excès 
de X sur chacune des racines. 
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Si réquation proposée est de la forme : 

aa?* + ^^ + <^=<^> 

c'est seulement après l'avoir divisée par a, que Ton peut lui ap- 
pliquer le résultat précédent; et, par suite, avant cette division, 
le premier membre est égal à 

a{x — a?') {x — a/0- 
278. DÉCOMPOSITION d'un TRINOME DU SECOND DEGRÉ EN FAC- 
TEURS DU PREMIER DEGRÉ. Le théorèmc important qui précède 
s'applique immédiatement à la décomposition d'un trinôme du 
second degré : mais il peut se démontrer plus directement d'une 
autre manière. 
Considérons, en effet, le trinôme : 

ax^-\-bx-{-c; 
on a, identiquement : 

II-] ax'+bx+c=a(x'+^^x+l)=a[(x+^^ 

or, on peut remplacer (-—T-i) par l'expression identiquement 
égale, 

et, par cette substitution, l'expression [1] devient le produit 
de a par la différence de deux carrés, savoir : 



■{('+n)'-(v/5q)')-: 



Or, on sait que la différence de deux carrés est égale au produit 

de la somme des racines par leur différence; et^ par suite, 

Alg. él. B. . 17 
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l'expression précédente , équivalente à aa? -{- bx + c^ peut 
s'écrire : 



OU, ce qui revient au même, 



\ 2a / \ 2a / 

et Ton reconnaît ici l'expression trouvée plus haut, 

a{x — a?') (a?— a/'). 

Cette formule, quelle que soit la manière dont on l'établisse, 
s'applique évidemment au cas où af et a?" sont imaginaires 
(261); mais, dans ce cas, les deux facteurs {x — x')y {x — ic")» 
n'ont aucune valeur arithmétique, et nous n'aurons pas occasion 
d'en faire usage. 

On nomme ordinairement racines d'un trinôme aa;' + ta? + ^ » 
les nombres qui, substitués à x, le réduisent à zéro , c*est-à-dire 
les racines de l'équation 

aa?*+6a? + <^ = 0. 

Par conséquent, pour décomposer le trinôme en factewrs dupre» 
mier degré , on détermine ses racines, on retranche chacune d'elles 
de n y et Von multiplie par a le produit des différences, 

276. Problème. Les propriétés du n*» 275 fournissent immé- 
diatement l'équation du second degré, qui permet de résoudre 
le problème suivant : Trouver deux nombres , connaissant leur 
somme et leur produit. 

Soient, en effet, S la somme de deux nombres, et P leur pro- 
duit; ces deux nombres sont les racines de l'équation 

a?«— &r+P = 0; 

car la somme de ces racines est Si et leur produit est P. 
Il est facile^ d'ailleurs, de donner à l'équatioB une fiMrme, qui 
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montre, a pnm, la rfiûsoû de ce fait; oû peut, en effet, 
l'écrire ainsi : 

P = Sa? — a;*,. 

ou Pi=:ar(S — x)\ 

et l'on voit que, résoudre cette équation, c'est trouver deux 
nombres x et S — a?, dont le produit soit P; d'ailleurs, la 
somme de ces deux nombres, a? + S — a?, est évidemment 
égale à S. 

277. DÉTERMINATION, A PRIORI, DES SIGNES DES RACINES. LcS 

relations, qui donnent la somme et le produit des deux racines 
(275), permettent de déterminer leurs signes, sans résoudre 
l'équation. 

On voit, en effet, d'après le signe de leur produit -, si les 

racines sont de même signe ou de signes contraires. Dans le 

premier cas , le signe de la somme — - apprendra, si elles 

0/ 

sont toutes deux positives, ou toutes deux négatives. Dans le 
second cas. Tune est positive et l'autre négative; et le signe 

de fait connaître le signe de celle dont la valeur absolue 

est la plus grande. 

Exemple. Les racines de l'équation, 

0?* — 3a? — 4 = 0, 

sont de signes contraires, car leur produit est —4; et la plus 
grande est positive, car leur somme est positive et égale à 3. 

Remarque. Avwat d'appliquer les règles précédentes ^ il fçtut 
s'assurer que les racines sont réelles. Si Ton considère, par exem- 
ple, réquation, 

a;«_3ic + 10 = 0, 

on serait conduit (275) à regarder les racines comme toutes 
deux positives; car leur produit 10 est positif, ainsi que leur 
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somme 3. Mais Texpression {b^ — kac) étant ici égale à — 31 , les 
racines sont imaginaires. 

278. Problâbie. Le théorème de l'article 875, dont on fait, 
du reste, un usage continuel en analyse, permet de résoudre 
immédiatement la question suivante : former une équation du 
second degré, dont les racines soient des nombres donnés a et p. 

L'équation demandée est évidemment : 

(a? — «)(a?— P)=0, ^ 

ou, a?*— (a + p)a? + ap = 0; 

et l'on aperçoit d'ailleurs, a priori^ que le premier membre 
(a? — a) (a? — p) s'annule pour x= a et pour a? = p. On voit aussi 
que le coefficient de x est égal à la somme des racines, prise en 
signe contraire, et que le terme tout connu est égal au produit 
des racines. 

ExEUPLES. Quelle est Véquation du second degré ^ dont les racines 
sont 2 + v^3 et 2 — v^? 

La somme 2 + v/3 + 2 — v^3 = 4, 

et le produit (2 + v^)(2 — v^) = 4 — 3 = 1 ; 

l'équation demandée est, par conséquent, 

ic* — 4a? + l = 0. 

De même , l'équation du second degré, dont les racines sont 
ia-\-b) et (a — &), est : 

a?* — 2aa?-|;-a*— 6*=0. 

"279. Problème. Les propriétés des racines permettent encore 
de résoudre des questions telles que la suivante : Trouver, sans 
résoudre une équation du second degré ^ la somme des carrés^ la 
somme des cubes de ses racines. 

On a, en effet, les relations : 

[1] x'+af^=-^^, xW^=l. 



Digitized by 



Google 



DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 261 

Si ron élève les deux membres de la première au carré/ et 
qu'on en retranche membre à membre ceux de la seconde y 
après les avoir doublés, on trouve : 

Si Ton élève au cube les deux membres de la première, on a : 

[3] a?'» + 3a?'V + 3a/a/'»+a?"»= — ^ ; 

mais, comme on*a : 

[4] 3a;V+3a;V'«= 3cifaf{x'+a/')=—^, 

CL 

on obtient, en retranchant membre à membre [4] de [3], 
[5] «'. + a^'. = i£^. 

280. Autre application. On peut aussi résoudre le problème 
suivant : Trouver la relation qui doit exister entre les coefficients de 
Féquationy pour que les racines vérifient v/ne relation donnée^ 

ma?' + 710?*'= p. 

On a, dans ce cas, outre la relation donnée, dont la forme 
peut varier, les deux i:elations constantes, 

on résoudra donc la question, en éliminant x' et a/' entre les 
trois équations. Or les deux premières, qui sont du premier 
degré , donnent (2 1 6) : 

^_ ap+bn ^,__ &m+gp . 
a{jn — n)* a{^ — n)* 

et, en substituant ces valeurs dans la troisième, on obtient la 
relation cherchée : 

(ap + 6m)(ap + &n)+a(î(m— n)'=0. 
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884. Autre application. Trouver wi& équation au second c'e- 
gréy dont chaque racine ait une relation donnée avec chacune des 
racines d'une équation donnée du second degrés 

Par exemple , on demande que les racines de la transformée 
soient égales à celles de la proposée, multipliées par m. Si Ton 
désigne les racines nouvelles par y' elj/^, on a les deux con- 
ditions : 

y'z=zmx', î/'=:ma/'; 

d'oùTontire: 2/' + / = w(^' + ^0 = — — i 

a 

/* 
et y'y'^ = m^x'x'^ =:zm^-. 

Connaissant la somme et le produit des racines, on forme 
(276) immédiatement l'équation demandée, 

§ IV. Examen d'un cas particulier remarquable. 

282. Cas où a=0. Lorsque, dans l'équation aa^-^-bx-^-c^^O, 
on suppose que a prend la valeur zéro, les formules, 



^ ^b^^t^—kac 


„ —b-\-\/b'—kac 


^ 2a 


^ ia 


deviennent : 




.^=-V''. 




c'est-à-dire, si b est positif, 









et, si 6 est négatif. 




-=?. 
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AiBsi l'une des racines se présente sousk forme indéterminée, 
et l'autre sous la. forme infinie. D*un autre côté,, l'équation pro- 
posée devient : 

elle est alors du premier degré , et elle n'admet qu'une solu- 
tion: 

c 

b 

Les formules générales semblent donc, dans ce cas, en déDaut. 

Remarquons d'abord que, si réellement il en était ainsi, il 
n'en faudrait rien conclure contre les raisonnements qui y ont 
conduit; car ces raisonnements supposent expressément (259), 
que a ne soit pas nul. 

Cependant les valeurs de x' et de a/' satisfaisant à l'équation 
proposée, quel que soit a, lorsque a tend vers zéro, l'une d'elles 
doit approcher de la solution de l'équation, 

Et c'est évidemment, comme nous allons le vérifier, celle qui 
se présente sous la forme -. Considérons, en effet, pour fixer 
les idées, le cas où b est positif. On a : 



„_ — b-\'\/b* — kac 
2a 

Multip lions les deux termes de cette fraclîon.par l'expression 

— i^— V^6^— A^, .quLne devient pas nulle pour. a =^;. nous 
aurons: 

jjf^ (—^ + \/b'''kac)(--^t^\/b*—k'ac) ^ 
2a{—b—,^b*—kac) 

en effectuant lamultiplication indiquée aimumêràteur, où Pon 
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remarque que Ton a le produit de la somme de deux nombres 

(— ft+V^6'— 4ac) par leur différence (—5 — v^6*— 4ac), il vient : 

.__ V'-V + kac kac 

"" 2a(— ft— v^6«— 4ac)'~2a(— ft— v^6« — 4ac) 



— h — v'è*— 4ac* 

et y sous cette forme , il est évident que, a tendant vers zéro , x* 

s'approche de la valeur — ^ ou — -r* 

Quant à la valeur de x\ elle augmente évidemment sans 
limite quand a diminue, puisque le numérateur tend vers — 2&, 
tandis que le dénominateur tend vers zéro. 



S V. Résolution de réquation oo::* +6a?+c=0, quand a est très-petit. 

285. Grandeur des racines. Lorsque a est très-petit^ par rap- 

port à b cï à c, Vv/ne des racines diffère peu de — ^^et Vautre est 

extrêmement grande. Cette proposition résulte évidemment de 

ce que, lorsque a tend vers zéro; Tune tend vers — t, et l'autre 

croît indéflniment (282). 

On peut aussi s'en convaincre, en mettant l'équation proposée 
sous la forme, 

x\ \ x) 

£n effet, comme le second membre est très-petit, on satisfera 
à cette équation, en donnant à x une valeur convenable, qui ren- 
dra très-petit l'un des facteurs du premier, sans rendre l'autre 
très-grand. Pour cela, il suffira de choisir pour x une valeur 

très-grande; car alors le facteur - sera très-petit, et le facteur 
\h 4- -] différera peu de 6 ; ou bien, on prendra pour x une va- 
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leur voisine de — r ; car celte valeur rendra très-petit le second 

facteur, tandis que le premier différera peu de — -. 

c 

284, DÉSAVANTAGE DES FORMULES ORDINAIRES. La formule 

jgénérale, qui donne les racines de Téqualion aa;*+^^4-^=0> 



se prête mal aux calculs numériques, lorsque le coefficient a 
a une valeur très-petite par rapport à celles de h et de c. On 
comprend, en effet, qu'après avoir calculé approximativement 
^b^—kdc, si Ton divise le résultat par 2 a, on divisera, en même 
temps , l'erreur, qui se trouvera par là considérablement aug-r 
mentée. Il est donc convenable de modifier, dans ce cas, la for- 
mule qui donne les racines. 

28S. Calcul de la plus petite racine. Nous nous occupe- 

rons seulement de la racine qui diffère peu de —-r. L'autre se 

trouvera ensuite sans peine, puisque la somme des deux est 

connue et égale à . 

De l'équation aa^+ to + c = 0, 

on déduit : 

Or a est, par hypothèse, très-petit; a? et 5 ne sont ni très-grands 

ni très-petits : donc la valeur de -j- est elle-même très-petite; 

et nous pouvons la négliger, et écrire, comme première approan-- 
mation: 

[2] ^^=-^ 

L'erreur commise, en adoptant cette valeur, est -v-; die con- 
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tient en facteur la première puissance de a; et l'on dit, pour 
cette raison , qu'elle est petite du premier ordre. 
Si nous désignons par «i Terreur commise, quand on prend 

a? = — rt nous aurons exactement: 



[3] a? = -î + a,. 

En remettant cette valeur dans le second membre de l'équa- 
tion [Ij], il vient: 



[4] ^=_-__^_. + o,j=-^— ^+-^ 



h ' 



si nous négligeons, dans le second membre, le troisième et le 
.quatrième terme, qui contiennent en facteurs aai et a«i', il vien- 
dra, comme seconde approximation: 

«1 étant du premier ordre par rapport à a, aai et atxf sont res- 
pectivement du second et du troisième ordre, c'est-à-dire qu'ils 
contiennent a* et a' en facteur. Notre seconde approximation, 
fournie par la formule [5], ne laisse donc subsister que des 
erreurs du second ordre; et, si nous posons, par conséquent : 

[6] a^ = ____ + ,„ 

a sera du second ordre, c'est-à-dire que son expression con- 
tiendrait a* en facteur. 

ïfirBmis remettoss dans Je second nmiibre de la formule [1] 
la valeur. de a?.foumie par fci formule 16}^ il vient : 

ou, en développant, 

-m t? a^ 2aV aV ,.^ ût/<?., a(?\ aa,* 
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Or «a étant du second ordre (c*est-à-rdire contenant a* en fac- 
teur) , a,a et ^ seront du troisième et du cinquième ordre. 

Si donc nous négligeons les termes qui les contîeBiient, ainsi 

oJ^d^ 
que -T^-, qui est du troisième ordre, et qu'il n'y a dès lors 

aucune raison pour conserver, il vient, comme troisième approxi- 
mation^ 

c ac^ 2aV^ 

et Terreur commise n'est plus que du troisième ordre. Il serait 
facile de continuer ainsi indéfiniment. 
286. Remarque. Les formules à' approximations successives : 

__ c c ac* ^ ^ 20*^* 

iTi — — ^, a?,— — ^^-j^, a:s— — ^— ^, ^, 

satisfont aux conditions que Ton doit toujours s'efforcer d'obte- 
nir dans un système d'approximations successives. 

I** Chacune s'obtient de la précédente par l'addition d'un 
terme de correction. 

2"" L'erreur qui subsiste, après l'addition de chacun des 
termes, est toujours très-petite par rapport à ce terme. 

En effet, quand on écrit: x= — g-, Terreur coimnise contient 

c 
a en facteur, et est , par suite , très-petite par rapport à — -r. 

Quand on écrit: x = — -r — -vj-/ Terreur xommise contient 

a* en facteur, et est trèsTpetite^parirapport A -tï-,; «t âinsi.ile 
suite. 

D'après cette remarque, pour savoir si la valeur obtenue est 
trop .grande ou tvop pAite, iLsoffim d'examiner île signe iilu 
cienBûée eorreciian que Ton obtiendrait en poussaat Tapproiii- 
mati<m plus loin. Car, si ce terne est positif, comme il Rem- 
porte sur la somme de tous ceux qui le suivraient, Terreur «st 
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positive, et la valeur trouvée est trop faible. Ce sera l'inverse» si 
le terme de correction est négatif. 

287. Application. Soit, par exemple, Féquation: 
0,000047a;* + 6724a? — 334 = ; 

on a: ^ = ïJ' ^=6724, c=— 334; 



on en conclut: 



a _ 0,000047 
b "■ 6724 ' 



et, par suite, F<îô!' 



puis 



c __ 334 
b "" 6724 * 



et, par suite, ~|<ïô* 

D'après cela, l'on voit sans peine qu'en valeur absolue, 

c 1 

le premier terme de a?, r-, est '*^ïô' 

le second,^, ou Jx^, est <ï^«' 

^cf(? c? 2c' 1 

le troisième, -p-, ou ^x-gr> est.... <jôïî; 

on verrait aussi que le quatrième est.. . <t^> 

vie • • • 

Par conséquent, pour résoudre l'équation donnée, et trouver 
la racine avec 20 décimales exactes, il ne faudra calculer que 
3 termes de a?; et encore le troisième terme n'influence-t-il que 
le dernier chiffre. 
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Nous aurons donc, en calculant 21 décimales dans chaque 
terme: 

— 1=+ ^^ =4-0,04967 2813801308 74479 5 

-^=-^^^ = -0,00000 00000 17246 766248 

^=+~^i^=+0,00000 00000 00000 00001 2 

d'où: ^^ 0,04967 28137 84061 97856 . 

De plus , on trouve : 

b — 6724.10* 

= ""'/J"' =--143063829,78723 40425531914893617 

a 47 ' 

donc: 

a/' = —-—a?'=— 143063829,83690 6856337253 46792 

valeurs exactes à 20 décimales. 

On aurait pu obtenir directement les mêmes valeurs de x' 
et de af par l'emploi de la formule générale (284). 

Par la simple division, on obtient d'abord : 



6 _ 6724.10<^ _ 715 31914,89361 70212 76595 74468; 
2a 94 ' ' 



puis 



&«—4ac= 6724^ + ^^^^^^^^ = 45212176,06279 2, 



et, par suite, 



^V—kac = 6724,00000 46692 44495 70218 2528 ; 

donc: — v/6*— 4a(?=— X^fc*— 4a(j 

= 715 31914,94328 9835060657 723 24. 
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Nous avons donc : 



J- ^6*_4ac= 715 31914,94328 98350 60657 72324 
— = 715 31914,89361 70212 76595 74468. 



Par conséqnent : 
b . 1 



0?^=— — +— v^6^— •4ac= 0,04967 28137 84061 97856; 

2a. 2a* ' 



1 



a/'=— 5 —v/6'—4a(;=— 1430 63829,8369068563 3725346792. 



% VI. Propriétés du trinôme du second degré. 

288. DÉFINITION DU TRINOME ^U SECOND DEGRÉ. Un trinomo 

du second degré est un polynôme à trois termes , de la forme 
générale , 

a^byC Y représentent des nombres constants , positifs ou néga- 
tifs, donnés a priori; x y représente un nombre variable, sus- 
ceptible de recevoir toutes les valeurs possibles. Lorsque Ton 
fait varier la valeur attribuée à a?, la valeur du trinôme varie et 
passe par différents états de grandeur qu'il est utile d'étudier. 
Nous avons déjà dit (278), qu'on nomme ordinairement ra- 
cines du trinôme les racines de l'équation qu'on obtient en 
égalant le trinôme à zéro. Ces nombres peuvent être réels ou 
imaginaires ; si on les désigne par x' et par x'\ on sait que le 
trinôme est représenté par le produit: a{x — x') {x — x"). 

289. Théorème I. Lorsque les racines x', x'' du trinôme sont 
réelles et inégales, et qu'on substitue à x un nombre compris entre 
elles ^ la. valeur du .trinôme a un signe contravre à celui de son pre^ 
mier terme; et si Von remplace x par un nombre non compris entre 
les racines^ le signe de la valeur du trinôme est celui de son premier 
terme. 

En effets si Ton suppose a;'<a?", toute valeur donnée à a? et 
comprise entre a/ et ccf\ rend {x — x') positif et (x — x") néga- 
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tif : elle rend donc négatif le produit (a?— a?'){a?— ^'); elle 
donne, par suite, au produit a(x — ir')(a?— a?^ un signe co»- 
traire à celui de a, ou, ce qui est la même chose,. à«celui de ax\ 
Si, au contraire, la valeur attribuée à x est plus petite que af ou 
plus grande que af^ les facteurs (a? — a?'), (a?— a/') sont tous deur 
négatifs ou tous deux positifs ; leur produit est positif, et le^ 
trinôme a (a?— a;') (a^ — cc^') a le mêmesigne que a. 

290. Théorème IL Lorsque les racines du trinôme sont réelles 
et égales y le trinôme est toujours de même signe que son premier 
terme y quelle que soit la valeur attribuée àx, à V exception de celle 
qui le rend nul. 

En effet, on sait (267) que, dans ce cas, le trinôme prend la 
forme : 



«('+0 



Or le carré est toujours positif, quelle que soit la valeur de x\ 
donc le trinôme a toujours le signe de a. Cependant il faut faire 

exception pour la valeur a? =— — , qui annule le trinôme- 

291. Théorème III. Lorsque les racines du trinôme sont imagi- 
naireSy la valeur du trinoms a toujours^ quel que soit x, le signe de 
son premier terms. 

Car on a vu (268) que, dans ce cas, le trinôme est le produit 
de a par la somme des carrés de deux nombres réels , dont Tun 
n'est jamais nul. Cette somme étant toujours positive, le prodtdt 
est nécessairement de même signe que a. 

292. Remarque. Les trois théorèmes précédents peuvent se 
renfermer sous un seul énoncé : Le trinoms ax*+bx+c e^i 
de même signe que son premier terms, excepté lorsque la valeur ^ 
attribuée à x, est comprise entre les racines. 

On sous-entend alors que, dans le cas- des. racines imagi*- 
naîres, x ne xKmvant jamais être coH»pris. entre eU«8, le^ trinôme 
a toujours le signe de son premier terme. 

2&Si J^PmCATTONAUX INÉGlIJléS DUjSEC0mX}D£G]K& Oir.dit 
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qu'une inégalité est du second degré, lorsqu'on peut la mettre 
sous l'une des deux formes, 

Aaj*4-Ba?+C>0, Aa^+Ba?+G<0; 

A, B, G désignent des nombres donnés positifs ou négatifs; et 
X est un nombre inconnu dont il faut déterminer les limites , 
de manière à vérifier l'inégalité qui le renfgme. 

Les théorèmes précédents vont servir à résoudre cette ques- 
tion importante. 

Exemple I. Soit à résoudre l'inégalité : 

ô 

En égalant le premier membre à zéro, on trouve pour racines 

1 4 

— - et — -. Les racines étant réelles et inégales, il faut, pour 

que l'inégalité soit vérifiée, c'est-à-dire pour que le premier 
membre soit de signe contraire à son premier terme, que la 

valeur de x soit comprise entre — ^ et — ~, ou que l'on ait : 

Exemple IL Soit encore l'inégalité : 

— 9-)-6a? — a?*<0. 

Dans ce cas, les racines du trinôme sont réelles et égales à 3 ; 
son premier terme — a^ est négatif; donc l'inégalité sera véri- 
fiée pour toute valeur attribuée à x, excepté pour la valeur 
0? = 3, qui la transforme en égalité. 
EXEMPLE IIL Soit enfin l'inégalité : 

a;'— 3a?+7>0. 

Dans ce cas, les racines du trinôme sont imaginaires; et, comme 
son premier terme est positif, l'inégalité est satisfaite, quel que 
soit X. 

294. Remarque. Nous verrons plus loin, que la théorie des 
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inégalités sert fréquemment, dans la discussion des problèmes, 
à déterminer leurs conditions de possibilité. 

RÉSUMÉ. 

2^6. Forme générale de l'équation du second degré à une inconnue ; ses 
racines, —257. —Résolution de l'équation: ox*-f-c=0. — 2S8. Ré- 
solution de réquation : aiD*+6a?=0. — 2S9. Résolution de l'équation 
complète : aa?*-f- 6a?+c=0.— 260. L'équation a toujours deux racines.—- 

261. On définit Texpression imaginaire: convention pour les calculs.— 

262. Les racines imaginaires de l'équation du second degré sont de 

la forme A-j-V^l* -~ ^^5. Cas où les formules générales peuvent se 
simplifier. — 264. Applications. — 26o. L'équation ne peut avoir plus 
de deux racines, à moins que l'on n'ait: a=0, 6=0, c=0. — 
266. Discussion des formules, dans le cas où (6* — kac) est positif; signes 
des racines. — 267. Cas où 6* — 4ac=0; il n'y a qu'une racine; on 
dit qu'il y a deux racines égales ; forme de l'équation. — 268. Cas où 
6* — 4ac <0 ; il n'y a pas de solution ; on dit qu'il y a deux racines ima- 
ginaires ; forme de Téquation. — 269. Tableau résumé de la discus- 
sion. — 270. Remarques. — 271. Somme des racines. — 272. Pro- 
duit des racines. — 275. Autre démonstration des deux propriétés pré- 
cédentes.— 274. L'équation du second degré, qui a pour racines x' et 
œ", peut être mise sous la forme a (a? — a/) (ar — aî*'J=:0. — 278. Dé- 
composition d'un trinôme du second degré en facteurs du premier 
degré. — 276. Trouver deux nombres, connaissant leur somme et leur 
produit. — 277. Les relations, qui donnent la somme et le produit des 
racines,'permettent de prévoir leurs signes, sans résoudre l'équation, 
pourvu que l'on soit assuré qu'elles ne sont pas imaginaires.— 278. For- 
mer une équation du second degré, dont les racines sont données. — 

279. Somme des carrés, des cubes des racines d'une équation. — 

280. Relation qui doit exister entre les coefficients d'une équation don- 
née, pour que les raciaes vérifient une relation donnée. — 281. Trou- 
ver une équation du second degré, dont chaque racine ait une relation 
donnée avec chacune des racines d'une équation donnée. — 282. Exa- 
men du cas particulier où a est nul. — 283. Lorsque a est très-petit, 

lune des racines diffère peu de — r> et l'autre est très-grande. — 

284. Inconvénients, dans ce cas, des formules ordinaires. — 28S. Cal- 
cul de la plus petite racine dans ce cas. — 286. Les formules d'ap- 
proximations successives satisfont aux conditions exigées. — 287. Ap- 
plication à un exemple numérique. — 288. Ce qu'on entend par trinôme 
Alg. El. B. 18 
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du second degré. ^ 289. Si les racines du trinôme sont réeUes et iné- 
gales, il est de signe contraire à a, lorsque x est compris entre les deux 
racines, et de même signe dans le cas contraire. — 290. Si les racines 
sont égales, le trinôme peut s'annuler, mais il ne devient jamais de signe 
contraire à a. — 291 . Si elles sont imaginaires, il ne peut ni s'annuler 
ni devenir de signe contraire à a. — 292. On réunit ces trois théorèmes 
sous un seul énoncé. — 295. Application à la résolution des inégalités 
du second degré. — 294. Remarque. 



ejuemoêqe^ 

I. Késoudreféquation: 



On trouve: ^=^2W^) ' 

\—ax /l+bop 
U. Résoudre l'équation : jqp^ y j^^^jj = 1. 

On trouve : a? = ±- v/-r- — 1 . 

m. Eésoudre l'équation : 

V/(l+fl7)«— OOP + V^(l— rr/+(MF=:«. 



On trouve: a?=±2y (1— a) (l — |)f 

et a? = 0, 

qui ne convient , qu'en changeant le jigoe de Tua des radiCBia. 

IV. Résoudre l'équation : ■ ^xt^k ' "" ^* ^^* 
Ou trouve: «'=2, ic"=:— j^. 

V. Résoudre l'équation : 

mfx* — mn« + pgs — np = 0. 

On trouve: »'=-, »"=— .2. 

YI. Résoudre l'équation : 

Ontrouve: «=|v— 3d=v/3). 
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VII. Résoudre réquation : 

On prend V»*+«+6 pour incon&ue Awitîaire, et Ton trouve : 
«'^ô, œ"= — 6; 

— Idt v'STT 
et, en outre, x = ^ , 

racines qui ne conyiennent, gu« si Ton prendle radical avec le signe — . 

VIII. Résoudre l'équation: 



a?— 4 X — 4 
On trouve : af=±5, 

et, en outre, aj=±4v'2f 

racines qui conviennent, si Ton prend le radical awoe leJBgne<«^« 

IX. Résoudre Féquation : 

2a»+3«— 5V2«»+3«+9H-3=0. 
On prend 2â;3+3â? pour inconnue auxiliaire, et Ton trouve : 

et deux racines imaginaires. 

X. Résoudre Téquation : 

On prend ^x*+bx pour inconnue auxiliaire, et Ton ixoirm ' 
afer4,y'=;r$, 

et, en outre, »= ^-2 , 

racines qui conviennent au cas où le radical a le signe — ■ 

XI. Résoudre réquation : 



— ^ ^ .^sT^ 



On trouve: aj»i:-. 



Digitized by 



Google 



276 LIVRE 111. 

XII. Résoudre l'équation : 

Va+a^)'-V(i-«)'=Va-^- 

Enposajit: ;f = yi±|» 

on trouve: jf=. — j^-» »=——-. 

XIII. Résoudre Téquation : 



8a "^ 3"" Vsa"*" 4 2* 
On transforme cette équation en la suivante : 

2a 
et Ton trouve: o'sea, »*= — r». 

XIV. Résoudre Téqualion: 

On trouve : ic=a f 1 d= 2 i/- j • 

I XV. Résoudre Téquation: 

On trouve: » = — ^ — ■ — -^ — - — :-— • 

XVI. Résoudre Téquation : 

v'ô+î + Vh^ + y/T+ï + Vd+â = 0. 

En posant: a-\-\>-\-c+d:='La^ a*-\-'b*'\-e-\-d*::^lja,\ 

o5 + l>'+c3+d3 = £a», a<+6* + (^+d* = 2aS 

abc + abd + acd + bcd = ^abc , 
on trouve : 

_ 2£a<— 8£a.Ia»+9(2ay~6(£a)^Sq^-^2(2:a)* — 168o&cd 
*"" BlllSa»— OSa.Sa'+Cïa)») 

XVII. Résoudre l'équation : 

y;ï'— tox»— 2c(a + Y)a?-a&») »— **Y«'=0; 
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et déduire de cette équation les valeurs de x qui correspondent à 

a— Y 
On trouve: ^«'=7^, i''=-2Ï.. 

XVIII. Former la somme des quatrièmes puissances et la somme des inverses 
des quatrièmes puissances des racines de l'équation, 

Ontrouve: ^4+a^.=51=4î^i±2£ç! 

a* ' 

- 1,1 _b^— 4a5»c + 2oV 
^' 5?ï + ï^4- ? • 

XIX. Trouver les conditions nécessaires, pour que la fraction, 

Aa^ + Bx + C 

soit indépendante de x. 

On trouve les conditions : --^ = — = — . 
ABC 

XX. Prouver que, si Ton a : 

Aj^-I-Bb+C _ Ay^-hBy + C _ An^+Bz+C 
A'x^+Wx+a Ay+B'i/ + C'"~A'«'+B';ï + C'' 

deux des trois nombres a?, y, « sont égaux, à moins que Ton ait : 

A __B _C 
A'^B'^C* 

On s'appuie, comme dans Texercice précédent, sur ce que Téquation du se- 
cond degré n'a que deux racines. 

XXI. Trouver les conditions nécessaires, pour que la fraction, 

Ay'+Bxy + Ca;2 + Dy4-Ea?+P 
AV+B'xy + CV+D'y + E'aj + F'» 

soit indépendante de â; et de y. 

On trouve les conditions 

-=?. — 9. — 2.— E — F 
A' B'^C^D'""!'"'^* 

On examinera le cas particulier, où A=0, A'=0. 
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XXII. Trouver iKNlatioat mUmiieUe f» doit 9Sim» Mm «, b, e^ if, V, c% 
pour que les deux équations : 

aient une racine communt^ Faire voir que, datts ce cas, les racines peuvent 
s'exprimer sans radicaux. 

La relation est : (ocf-^cay^z (ob'—ftal gïcî— ci04 

. , • * c(f—a^ 

et la racine commune est : a?= ^_^, , . 

XXIII. Résoudre Téquation: 

v/(27a+W . S^a;^ _ 8 
is/— h— î7===— r=« 
16 V*" 3V2îû+to 5^Va? 

_ 3a(3±v/2T) 



On trouve : 



XXIV. Démontrer que Téquation : 

a toujours ses racines réelles, quand (&'*-4ac) est négatif. 

Il n*y a lieu à démonstration, que lorsque (6^— 4aV) est aussi négatif. On pose 
alors: 5*— 4ac=— a^, b'^— 4oV=-— a"; et l'on prouve que la quantité qui, 
dans les valeurs de x, est placée sous le radical, est un produit de deux facteurs , 
dont chacun est une somme de deux carrés* 
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CHAPITRE IL 

DES EQUAXIONS A UXE lliCOiKmjE , QUI SE RAMENENT 
A CELLES BU SECOND DEGRÉ. 

S L Des équations bicarrées. 

29*. RisoLunoN de L^iQXTATioN BICARRÉE. Unc équation & 
une ineonnoe est dite bicarrée ^ lorsqu'elle ne contient que le 
carré et la quatrième puissance de Tincimniie. Elle peut tou* 
jours être ramenée à la forme, 

[1] ax^ + bix^+c = 0. 

Si Ton prend a^ pour inconnue» cette équation devient du 
second degré. Car en posant : cci^=z, on a : a?*=J5*; et l'équa- 
tion [I] devient: 

On tire de là : 






comme x est la racine carrée de z, on a : 



[2] x = ±\/^^^^^^^' 



2a 

Ainsi X admet» en général, quatre valeurs» égales deux à deux 
et de signes contraires. 

296. Discussion des formules. P Si Vcm a : 6* — 4 ac >0, les 
deux valeurs de z sont réelles; elles peuvent, d'ailleurs (266), 
être toutes deux positives, (m toutes deux négatives, ou encore 
l'une positive et l'autre négative. Dms le premier cas^ les quatre 
valeurs de x sont réelles; dam le second , elles sotu toiUes les quatre 
imaginaires; dans le troisième^ deuax d^entre eUes sQrU.réelles^ et les 
deux autres^ sont imaginaires. 

2*» Si l'on a : 6*— 4ac = 0, les valeurs de z sont réelles et 
égales; par suite, les valeurs de x sont égales deux à deux : elles 
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sont réelles^ si h et s, sont de signes contraires^ et imaginaires, si b 
et a sont de même signe. 

3* Si l'on a : 6* — 4ac<0, les valeurs de z sont imaginaires ; 
et , par conséquent, les quatre valeurs de x sont imaginaires. 

297. Transformation- DES expressions de la forme s/a-\-\/b- 
La formule [2], qui résout l'équation bicarrée , contient deux 
radicaux superposés; et cette forme n'est pas avantageuse, en 
général, quand il s'agit de calculer numériquement les racines. 
Il n'est donc pas inutile de chercher, à quelles conditions il sera 

possible de transformer une expression de la forme \a -}- ^b en 
une somme de deux radicaux simples^ 
Posons l'équation : 



[1] )la + ^b = )/x + )/^; 

et essayons de la résoudre par des valeurs rationnelles de x et 
de y : c'est le seul cas, où il y ait avantage à opérer la transfor- 
mation. Nous supposerons, pour éviter toute difficulté, que les 
quatre radicaux ont le signe +; il nous sera permis alors (126) 
d'élever au carré les deux membres de l'équation [1] ; et nous 
aurons l'équation équivalente : 

a + v/6 = a? + 2/ + 2v/^, 
ou 

[2] (a— 0?— i/) + v/5 = 2i/5y. 

Si nous élevons encore au carré , nous aurons : 

[3] (a— a?— y)* + 2(a— a? — i/)v/ï + ô = 4a?y. 

Or le second membre est commensurable, par hypothèse ; il en 
est de même des termes (a— a? — y)* et 6. Il faut donc que 
2 (a — x—y)\fb soit aussi commensurable; et, comme yjb ne 
l'est pas, il faut que (a — x — y) soit nul. On doit donc avoir : 

x + y = a, 
et, par suite : kooy = b . 
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Il résulte de là, que a? et y ne peuvent être que les racines (276) 
de l'équation : 

[4] 2«-az + | = 0. 

Ainsi on doit avoir, par exemple : 



[5] a?= 2 , y = ^ . 

Mais ces valeurs ne sont commensurables, que dans le cas où 
(a*— h) est un carré parfait. Donc, si celte condition n'est pas 
remplie, la transformation n'est pas possible. Si, au contraire, 
(a*— 6) est un carré c*, a? et y ont des valeurs commensurables : 

et, ces valeurs vérifiant l'équation [2], nous avons la formule 
de transformation : 



[6] 



Vh:7b=v/^+v/^. 



Faisons remarquer, d'ailleurs, que, quel que soit (a' — 6), la 
formule : 



est vraie, puisqu'en l'élevant au carré, on arrive à une identité ; 
mais elle n'offre aucun avantage, quand Ca' — b) n'est pas un 
carré, puisqu'alors on substitue à un radical une somme de 
deux radicaux de même forms. 



298. Remarque. Si Ton a à transformer Va — y/bf on posera: 



Va — v^6 = V^ — V^, 

X étant plus grand que y; et les mêmes raisonnements condui- 
ront à la môme équation [4] , pour la détermination de x et 
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de ^ La tnui8fiHiiati(m ne réussira donc, que dan» le eas oft 
(a* — b) Serait un carré par&it c* ; et Ton aura alors : 



[7] 



VJr^=y/Sf-y^ 



Si maintenant le premier membre a le signe — , il est facile 
de voir que, pour Ëdce concorder les signes des deux membres, 
on devra écrire : 



[8] 






Car il suffira, pour obtenir ces nouvdles formules, de changer 
les signes des deux membres des formules [6] et [7]. 
Ainsi» en résumé^ on a ; 

en admettant que les signes extérieurs se correspondent, ainsi 
cpie le&signea intédeors. 

299. Applications, 



10 v7r;^=v^z±^^^y/!^^^=^«i. 



2« s/9k + 6 v^245 = V^94 ^- v/8820 = t/^^^ + ^^^Y^ 

= 7 + 3v^. 

3* On démontre, en géométrie, qu'en désignant par G le côté 
d'un polygone régulier inscrit dans un cercle de rayon R, et par 
X le côté du polygone régulier inscrit d'un nombre de côtés 
double, on a la formule : 



ar=V2ft»— R^4R*— G*. 

y Google 
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Or ici, «2=2R^, fc=4lt*— €«»P; (ToA c^ — fr=rC?R». On a 
donc: 

-=V«(«+l)-v^«(«-'-)- 

4'' Condition nécessaire et suffisante, pour que les rs^nes de 
réquation bicarrée, 

s'expriment par la somme de deux radicaux simples* On dt : 



=±\/-i±Vi-.. 



X 

Dans ce cas, 

a= — |; b = ^—q; donc a«— 6 = -gf. 

Ainsi , il faut et il suffit que q soit un carré. 

§ If . De qnetqaes équations binôme?^. 

500. Forme de l'équatioh BiNoifE. Une équation binôme est 
une équation à deux termes, de la forme» 

Si Â est positu, ea désignant par a la racine rnr'' de Â, on 
aura: A=a"*. 

Si A est négatif, on désignera par a la racine m"** de —A, et 
Ton aura : A= — a**. 

L'équation [1] prendra alors la forme^ 

[2} x'^±ar = (L 

Et, si l'on pose, ar=ragr, féquation [Sf] dèriendra . 

ou, en divisant par a", 

[3] 9-^dtl=^0. 

Telle est la forme à laquelle on peut ramener toute équation 
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binôme. Quand on a trouvé les valeurs de y, on les multiplie 
par a , pour avoir les valeurs de a?. 

SOI. RÉSOIfUnON DE QUELQUES ÉQUATIONS BmOMES. 



1» L'équation [1] 


a;»— 1 = 0, 


a pour racines, 


x=±l. 


L'équation [2] 


a?+l=0, 


a pour racines. 


x=dt^—l. 


adéquation [3] 


œ»— 1=0, 


peut s'écrire: (a?- 


-l){a^-{-x+l)=Q\; 


elle est donc décomposable en deux équations. 


x—l = 


=0, et a!*+aj+ 1=0; 


et ses racines sont: 




x=l, 


et x= ^ 


L'équation [4] 


«»+l=0. 



devient identique à la précédente, quand on y change x en — x : 
ses racines sont donc celles de [3], changées de signe, c*esl-à- 
dire: 

a?=— 1, et x= o""* 

3* L'équation [5] a?*— i = 0, 

peut s'écrire : (a?*— l) (rc* + 1) = o. 

Elle est donc équivalente aux deux équations [1] et [2]; et, 
par suite, ses racines sont celles de ces équations, c'est-à-dire : 

a?=±:l, x^=:±>J — 1. 
L'équation [6] a?*-f- 1 = o, 

est identique à a;*-|- 2a?+ 1 =2a^, 

ou à (ir*-f 1)«— 2a;*=0: 
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elle peut donc s'écrire : 

(a;*+ 1 +a?v/2) (a?*+ 1 — a?v^2) =0; 

> 
et, par suite, elle est décomposable en deux équations du 
deuxième degré, 

a^+a?v^+l = 0, et o^— a?v/2 + l = 0. 
La première a pour racines, 

et la seconde, qui ne diffère de la première que par le change- 
ment de X en — a?, a pour racines, 

Ce sont donc là les quatre racines de l'équation [6]. 

4*' L'équation [7] x» — 1 = 0, 

peut s'écrire: (a? — l)(a;*+a;'+a?'+a?+l)=0. 
Elle se décompose donc en deux équations, 

X— 1 = 0, ic*+a*-|-^+^+l=0- 
La première a pour solution , 

a?=l. 

Quant à la seconde, on peut l'écrire, après avoir divisé ses deux 
membres para?*: 

or, si Ton pose: 0?-^ — =z, et, par suite, a;* + ^='2î*^2, 
cette équation devient : 



et ses racines sont : 



;5« + J2— 1?=0; 

_ — \±yfl 
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D'ailleurs l'équation a? + -. =. ^sr, 

peut s'écrire : a?* — :ra? + 1 = ; 

et elle a pour racines : 

*=— iL — 

Ainsi, à chaque valeur de z correspondent deux valeurs de x. 
L'équation [7] a donc, outre la racine 1, quatre autres racines, 
qui sont d'ailleurs imaginaires; car les valeurs absolues de jst 
sont j)lus pâlîtes i|ae iL 

L'équation [8] 0?*-}-^=^» 

devient identique à réqoation t7], quand on y remplace x par 
—a?. Ses cinq racines sont donc les racines de l'équation [7] 
changées de signe. 

b^ L'équation [9] a;« — 1 = 0, 

est décomposahle en deux autres, 

a?— 1 = 0, ^+1=0. 

Ses solutions sont dose les six xâcî&es des ^quatipns [3] et [4], 
c'est-à-dire : 

a? = ±:l, et x= ^ . 

4evient identique à la précédente, quand on y remplace x par 
a?V^— 1; car on a: 

(a; /=T)6 =flj6(^/Zrï)6 =^ _a^. 

Ses racines sont donc données par les équatàswfi : 

et, pour les obtenir, il suIBl-de multiplier les deux tnenibres 
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par V — 1; car al<H*s les premiers membi^s devieaaeat égaax à 
a?X(— 1), ou à —^. On a dooc : 

x=^/^l, et œ= ^ ^^"" ■ 
B« L'équation [11] a?— 1 = 0, 

est décomposable en deux autres, 

a?*— 1=0, et a?*+l = 0. 

Ses racines sont donc les huit racines des équations [5] et [6], 
c'est-à-dire: 

x=±ly x=±^~l, x= — - — ^ . 

2 

L'équation [12] a;8 + i=:0, 

peut s'écrire : a? + 2a?* + 1 = 2a?*, 

ou (a?*-f 1)«— 2a?*=0: 

elle se décompose dono^en deux autres, 

rc*-f-l+a?»v/2=0, et x^+l-^a^^/ï^^O. 
équations bicarrées que l'on sait résoudre, et qui donnent : 



X 



^^y/E^pl^, et ,=±^Û^^. 



7* ûa v^ra, sans pdne, qw l'équation , 
[13] a?io_i_,o, 

a*pour racines celles des équations [7] et [8}; et que les racines 
de l'équation, 

[14] a?*^+i = o, 

sont celles de [13i multipliées par i/^^, et changées de signe. 
8» Enfin les racines de l'équation , 

[15] il?»— 1=0, 

sont celles des équations [9] et [10]. 
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Nous ne pousserons pas plus loin Télude de ces transforma- 
tions; car notre but était seulement de montrer, par quelques 
exemples, comment certaines équations, de degré supérieur au 
second, peuvent se ramener à celles du second degré. Mais la 
méthode générale de résolution des équations binômes appar- 
tient à la seconde partie de Talgèbre. 

S m. Des équations trinômes. 

502. RÉSOLUTION DE l'équation trinobie. Une équation tri- 
nome est une équation à trois termes, de la forme, 

[1] aa?'* + 6aj-+c = 0. 

Si Ton prend a?" pour inconnue, en posant : 

[2] .0?" = ^, 

et, par suite, a?'" = -s*, 

cette équation devient du second degré, 

[3] az^ + bZ'\-c=:0. 

On peut donc obtenir les deux valeurs de ^; et, en les substi- 
tuant successivement dans l'équation [2], on est ramené, pour 
avoir les racines de l'équation [1], à résoudre deux équations 
binômes du degré n. 

Résumé. 

29S. Résolution de Téquation bicarrée. — 296. Elle peut avoir ses quatre 
racines réelles, ou deux racines réelles et deux racines imaginaires, ou 
ses quatre racines imaginaires. — 297. Transformation de Texpression 

V^a+V^en une somme de deux radicaux. — 298. Transformation de 

Texpression yja^yjb en une difiFérence de radicaux. — 299. Applica- 
tions. — 300. Forme de Téquation binôme. — 501. Résolution des 
équations binômes les plus simples. — 502. Résolution de l'équation 
trincme. 
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EXERCICES. 

:. Résoudre Téquation : ^x^x-^Sx i/i = 20. 

On pose: V^=jy; 

et ron trouve: x==:±8, xz=db-i/Zl. 

II. Résoudre l'équation : 

On trouve : ^ ^±. â A^ 2 y/s ^ 

m. Résoudre Téquation : --^ + - V^ , _ & 
On pose: A^±£_^. 

y— — .* j 

va 
et Ton trouve : 

IV. Résoudre Téquation : 

Onpose: ' y/ÎT^=z; 

et Ton trouve: x=zO «— MLzf) 

V. Résoudre l'équation : 

Onpose: x+>Ji+2^,- 

et Ton trouve: 

Alg. ÉL. B. ^ 19 
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YI. Résoudre Téquation : 
L*équation peut s'écrire : 



YI. Résoudre réquation : 5— J^HÎi' 



etl'ontrouve: «=4, a?==-2, «=-l±\/î- 



VIL Résoudre réquation : »— 3— 



3 + Wi 



a; 



Cette équation peut s'écrire : 

7±v/Î3 --lifcV— 3 

et elle donne: » = — 2 — ' 2 

VIII. Résoudre l'équation : 

L'équation peut s'écrire : 

g«-3Vl + a;j ^=0; 

_ 3 9(9=fcv/97) . 

et elle donne : »=8, *— *"4' 8 

IX. Résoudre l'équation : 

On trouve: «==tY — T"' *-=*=V^5^ 

X. Résoudre l'équation : 

(a + »)^+ 4 {a-»)»-5 {a»-ap»)^=»8. 

On trouve: *— "» ^""^ 65* 

XI. Résoudre réquation : ^ ^ ^ 

On trouve: ir— =c ^ 
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XII. Résoudre Téquation : 

On trouve : a;=zt i /-— 1 dz i /A_ ?. 

XIII. Résoudre Téquation : 

I 1 

On trouve : x=:'d= v/a*— U^db i/a + - j '• 

" XIV. Résoudre Téquation : 

2a?\/l— ar4=ra(i+a;4). 
On écrit Téquation sous la forme suivante : 

et Ton trouve : 

Le radical ^1— a* doit être pris avec le môme signe, dans les deux termes 
qui le contiennent. 

XV. Résoudre l'équation: 

On trouve: a?=ra, ir=a-^— ^i— I. 

8 

XVI. Résoudre Téquation : 

a^b'rc^— 4 (abfx^Pi=ia^¥3BP. 

On divise les deux membres par a?^; TJiris, poswit a^*» ^=rjr, im ^obtient 
réquation du second degré : 

etrontrouve: ^^Ç^S^'fi 
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XVn. Résoudre l'équation: 

On trouve , par le même procédé : 



-m"" 



Quelquefois on reconnaît, à l'inspection d'uhe équation, qu'elle admet une 
racine a. Son premier membre est alors décomposable en facteurs (76) : et cette 
décomposition facilite la résolution de FéquatioUi en abaissant son degré; car 
son premier membre est divisible par (a?— o). 

En voici quelques exemples. 

XVIII. Résoudre l'équation : a^-^Zxzzz^, 
Elle admet la racine, jb=2. 

XIX. Résoudre l'équation : isfi—afi:^!. 
Elle admet la racine , a; = 1 . 

XX. Résoudre l'équation : 

/b3— 6aj»+10»— 8=0. 
Elle admet la racine, a;=4. 

XXI. Résoudre l'équation: 

a^ — 2«» + a? — 132=0. 
On écrit l'équation sous la forme, 

a'(a?-l)*-a?(a?-.l)— 132=0; 
on pose: a;(a;— l)=x; 

lzfcv/^=43. 



«t l'on trouve : a;=4, «=—3, x= — ^ 

XXII. Résoudre l'équatitm: 

aj^+o»— 4a?2+«+l=:0. 
£Ile admet deux fois la racine , x = 1 ; 
et on la ramène ainsi au second degré. 

XXIII. Résoudre l'équation : 

aj4— «»+|»»— «+1=0. 

4 

On pose, «+— =y, 
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comme dans l'exemple 4° du n» 301 ; et Ton trouve : 

4 4r 



XXIV. Résoudre l'équation : 



flf*+ja^-- 39a? --81=0. 



On écrit Téquation sous la fonne , 



a?<— 814-^a?(«'-9)=0; 



et l'on trouve : a?=±3 , 0?=""^^^/"^^^^ 

6 

XXV. Résoudre l'équation : 7^4^. = l • 

En la traitant, comme l'équation XXIII, on trouve : 



a?=lztv^=fcV^3db2v'3. 
XXVI. Résoudre l'équation: -^-r—r.^a. 
En la traitant encore , comme l'équation XXIII, on trouve : 



l+4a±V5(14-4o)±v/lO— 60a±:2v/5v^(l+4a)» 
- 4(l-a) 
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. DES ÉQUATIONS A PLUSIEURS DVCCMIIIVUES. 

§ I. Des équations du second d^ré à deux inconnues. 

505. Forme générale de l'équation du second degré a deux 
INCONNUES. Une équation du second degré, à deux inconnues x et 
y, ramenée à la forme entière, ne peut renfermer que six es- 
pèces de termes, savoir : des termes en a?', des termes en (ry, 
des termes en |/', puis des termes en a?, des termes en y, et des 
termes indépendants. L'équation du second degré peut donc 
toujours se ramener à la forme, 

Aa?'+Ba7y + Cy«+Da?+Ey+F=0. 

504. Résolution de deux équations, dont l'une est du pre- 
mier degré. La résolution des équations simultanées est une 
des questions les plus compliquées de l'algèbre. Nous n'avons 
pa& à en aborder ici la théorie générale : nous nous bornerons 
à traiter quelques cas fort simples. 

On peut toujours résoudre deux équations à deux inconnues ^ 
Vune du premier et Vautre du second degré. Soit, en effet, le 
système : 

[1] ax'\-by=c, 

[2] Aa;*-|-Ba:2/ + Ci/«-|-Da?+E2/-fF = 0. 

On tire de l'équation [1] : 

c — ax 

substituant cette valeur dans l'équation [2], on obtient une équa- 
tion du second degré en a; : 

[3] (A&'— Baô-l-CaV+ÇBi'c— 2Cac4-D6»— Eo6> 

+Cc» + E6c+F6»=0, 

laquelle fournit deux valeurs pour cette inconnue; et chacune 
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de ces valeurs, mise à la place, de Xy. daiis Téquatioa [1], donne 
deux valeurs correspondantes pour y. 

Le système proposé admet donc deux systèmes de solutions. 
Si les deux valeurs de x sont réellBs,. les deux systèmes de solu- 
tions sont réels : ils sont imaginaires, si les valeurs de x sont 
imaginaires. 

50S. Cas de deux équations du second degré. Lorsque les 
équations à deux inconnues sont toutes deux du second degrés VéHmîr 
nation de Vune des inconnues conduit ^ en général, à une équaMon 
complète du quatrième degré. 

En efifet, soit le système : 

[1] Aa?« + Ba?î/ + C2/* + Dir + Eî/ + F=0,) 

[2] A'ir«+B'a;2/+CV+D'a?+EV+F = 0.j 

Pour éliminer y, on pourrait tirer sa valeur de Tune des équa- 
tions, et la substituer dans l'autre : mais oa compliquerait ainsi 
réquation finale de radicaux, qu'il faudi'ait ensuite faire dispa- 
raître. Il est plus simple d'éliminer d'abord y\ en multipliant 
l 'équation [1] par G' et l'équation [2] par G, et en soustrayant l'un 
des résultats de l'autre ; on a ainsi : 

(AG'-GAV+(BG'— CB>t/+(DG'— GD> + (EG'— GE> 
+ (PG'-.GF0=O, 

ou, en représentant chaque coefficient par une lettre, 

[3] ax^'\-h3iy'\-cX'\-dy'\-e=0'y 

et celte équation [3] peut remplacer (139) l'une des deux équa- 
tions proposées». 

On tire isJors de Téquatioa [3}la valeur de y : 
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et on la substitue dans l'équation [1], qui devient: 

BxÇcud'+cx + e) , C(aa*-\-cx+ey 

Or on voit aisément que, si Ton chasse les dénominateurs, en 
multipliant les deux membres par (6a? +d)*, cette équation sera 
du quatrième degré. Comme elle contiendra, en général, des 
termes du troisième degré et des termes du premier degré, il 
ne sera pas possible de la résoudre par les procédés ordinaires 
de l'Algèbre élémentaire. 

Ainsi le système de deux équations du second degré à deux in- 
connues ne peut pas être résolu, en général, par les méthodes 
connues jusqu'ici. Mais on rencontre parfois des systèmes sim- 
ples, qui peuvent se résoudre à l'aide de certains artifices parti- 
culiers, que nous allons faire connaître. 

506. RÉSOLUTION DE QUELQUES SYSTÈMES SIMPLES. I'' Solt Ic Sys- 
tème : 



w l't'T,: 



xy 

On reconnaît immédiatement (276), que a? et y sont les racmes 
de réquation, 

et que, par conséquent, 



[2] y = — S • 

Pour que les racines soient réelles, il faudra que Ton ait : 

a«fe46*. 
2« Soit le système : 

(X — j/ = a, 
xy =h\ 
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On ramène ce système au précédent, en posant y=—v ; car on 
a alors : 

x+v=a, a?v = — &•; 
et, par suite, 

v~ 2 

Ainsi Ton a : 



, a + v/a^+46^ ( _ a — v/a«+46« 

iX , \x — 

[2] { , A-— ^ OU [3] 



y= — 2 ' (^"^ — 2 — • 

Il y a donc deux systèmes de solutions, qui sont toujours réelles. 
30 Soit le systèmQ : 

rn (x + y=^a, 

Si Fou élève au carré les deux membres de la première équa- 
tion, puis qu'on en retranche les deux membres de la seconde, 
on a : 

2xy=:a^—b^. 

On, connaît donc la somme et le produit des inconnues, qui 
sont, par suite, racines de Féquation : 



1 a*— &" ^ 
z* — az-] r — = 0. 



On a donc : 



.__ X _ à±)/2b^—a^ 
L^J y 2 

Si Ton a : 26*— a*>0, les valeurs de a? et de y sont réelles ; 
elles sont imaginaires, si Ton a : 26* — a* < 0. 

4« Soit le système : 

Si l'on double les deux membres de la seconde équation, puis 
qu'on l'ajoute à la première, et qu'on L'en retranche successive- 
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ment, on remplace le système proposé par le système équiva- 
lent (139) : 

^ -^ j(a?— i/)^ = a«— 26^ 

On tire de là : 






Par conséquent, en ajoutant et en retranchant membre à mem^ 
bre, puis en divisant par 2, on a : 



Remarque. Il semble qu'il y ait là huit systèmes de solutions, 
qu'on obtiendrait en combinant les signes des radicaux de toutes 
les manières possibles. Maison doit faire observer que les équa- 
tions [3] forment seulement quatre systèmes ; savoir, en posant 

v/a*+26«=R, et \/a^—2b^=K : 

(x + y=Ry |a?+î/ =— R, (x+y= R, p+y=— R, 
[a?— y=R;, \x—y= R', U— y=— R', U— 1/=— R'. 

Il n'y a donc que quatre systèmes de solutions : et, pour les 
obtenir, il faut, après avoir pris arbitrairement les signes des Ka- 
dicaux dans la valeur de x, prendre , pour la valeur correspon- 
dante de y, les signes qui ont la même position. 

On voit, d'ailleurs, que les solutions seront réelles, si Ton a : 
a*> 26*; et imaginaires, si l'on a : a*<26*. 

5« Soit le système : 

(a?-y^=a\ 
^'^ s { xy =&«. 

On ramène ce système à cekn du second cas, en récrivant 
ainsi : 



Digitized by 



Google 




DES ËQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 299 

El Ton en tire les valeurs de (x? et de y\ puis celles de j? et de 1/ : 

^, L='ou[4] . ^ ^ 

t/=± V — ^ — > (v=±V — v^î^. 

Mais le système [2] est plus général que le système [l], parce 
qli'on a élevé au carré les deux membres de la seconde équa- 
tion [1]. On doit donc combiner les valeurs de x et de y, de 
manière que leur produit soit égal i6* : et cela exige que Ton 
associe les valeurs qui ont le même signe. 

Il y a donc quatre systèmes de solutions : les deux premiers 
sont réels, et lesdeq,x autres imaginaires. 

§ II. Des équations du second degré à pfus de deux inconnues. 
507. Exemples. P Soit le système : 

[1] \a^+y'+z' = b\ 

{ xy = cz. 

Si l'on élève au carré les deux membres de la première équa- 
tion, après avoir fait passer z dans le second membre, on a : 

a?« + 2a?2/ + 1/'= û*— 2iLS + -5' ; 

et, si Ton substitue à a?' + 1/* et à xy leurs valeurs tirées des deux 
autres, il vient : 

2z« — 2 (a + c) 2 +-a*— 6* = 0, 

équation du second degré eu z, d'où Ton tire : 



[2] ^^ a + c±s/(a+c)«-2(a«-^6>) 

Connaissant «, on tirera la somme a^ + y de la première 
équation, et le produit xy de la troisième ; et le calcul s'achè- 
Tera, comme au n* 806 (l**)- 



Digitized by 



Google 



300 LIVRE III. 

2* Soit encore le système : 

( a^+ary + y« = 37, 
[1] I ir» + a?r + if«=28, 

Si Ton retranche la seconde équation de la première, et la troi- 
sième de la deuxième, on a : 



l {oo—y){x + y + z)=9; 



d'où l'on conclut : 

[2] y — z = x^y, ou a7 + ^ = 2y; 

et, par suite, [3] (a? — y) y = 3. 

On tire de cette dernière : 

et, substituant celle valeur dans la première des équations pro- 
posées, il vient : 



(^ + Vy+3 + y* + y« = 37, 



ou 3î/* — 28y' + 9 = 0, 

équation bicarrée , qui donne : 

y = ±3, y = ±Iv^. 



Par suite, a?=±^, a?=±— v/3, 



8 — 
et J5 = ±2, j5 = q:-v^3. 
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S III. Des équations de degré supérieur au second. 
508. Exemples. !• Soit le système: 

|a^ + iry* = 30, 

Ea chassant les dénominateurs de la seconde équation, on peut 
écrire ainsi le système : 

[ ccy{x+y)=:30, 

l 6(a?+t/)=5a?y. 

Si donc on considère xy ei x+y comme deux inconnues 
auxiliaires u et v, on aura : 



M { ë:: 



uv = 30, 
bu. 



5 
La seconde équation donne, v=-tu; en substituant cette va- 
leur dans la première, on obtient : 

ou w* = 36 ; 

delà: u=±6; 

et Ton en conclut : v = ± 5 . 

Il faut adopter le même signe pour la valeur de u et pour 

celle de v, puisque v = -tu. 

Si nous adoptons d'abord les valeurs w = 6, v = 5, nous 
avons : 

[3] (^ + î/ = 5, 

'' ■■ l xy = 6; 

d'où Ton déduit, pour x et pour y, les valeurs 2 et 8. 



Digitized by 



Google 



302 LIVRE 111. 

Si nous adoptons, v = — 6, w =— 5, nous avons : 

d'où l'on déduit pour a?£t y les valeiffs —6 et 1. 

2® Soit encore le système : 

. i ^ I ^ + l/._ 8 + 4y . 12y> 
[1] jî/*"^ 1/ ~ a? "*" iP*» 

( 4i/' — xy = x. 

La première équation devient, si Ton chasse les dénomina- 
teurs : 

^4rc«+(4 -f.y)i/aj*= (8 + 4y)a?y'+ 121/* ; 

et on peut récrire, en ajoutant ky^ aux deux membres, 

aj«(2 + i/») — 4a?îf*(2 + y) + 4y=16î/*. 

Or le premier membre est le carré de ic(2-|-î/) — 2y*; cette 
équation peut donc s'écrire : 

ce qui équivaut à 

[2] a?(2 + î/) — 2-y« = ±4î/». 

Nous pouvons donc, au système proposé, substituer les deux 
suivants : 

r31 (a?(2+l/)^2î/' = 4j/«, 

l ky^-'Xy =.x^ 

p(2+y)-2y«=~iy/S 
l ky^ '— xy = x. 

Nous résoudrons, d'ailleurs, sans difiiculté ces deux systèmes. 
En effet, la seconde des écyiations ^], résolue par rapport à Xy 
devient : 
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et cette valeur, substituée dans la première, donne : 



^i/v(S!)-%'=^ 



ou 2i/«(l— î/) = 0; 

d'où l'on conclut : y = 0, et y = 1 , 
et, par suite, a?=:0, et a? =2. 

On trouvera de même, pour solutions du système [4] 

5 
!/= — ô3 



= — — 



Vî/=o, y 3' 

(a? = 0, ' j __50 

Ainsi les solutions du sj^tèm» proposé sont : 

(^-~3- 
3« Soit, enfin, le s^ystème : 

r a?»+t/»+aîV+l/'^=i3. 

On peut, ^1 coupant les termes, récrire ainsi : 
( (a?+j/)(aî* + î/«) = I3, 

et; en divisant la seconde équation parla premiècfi^ ûna : 

équation qui peut remplacer Tune des précédentes. Si l'on dé- 
signe le produiUQ/ par u^ et la mmxnejv+y par i?, le systàme 



V 
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Si Ton élimine v entre ces deux équations, on a : 

36» 36 ^^~^» 

équations trinôme, d'où Ton tire : 

^ = 36±v^36«+ 13.36; 

et de là: w=: — 6, et t^ = 6v^Ï3. 

Par suite,* v = l, et t) = v^T3*. 

Ainsi le premier système de solution est fourni par l'équation : 

d'où l'on conclut : a? =3, 2/ = — 2; 

et le second système est fourni par l'équation : 

j8?«— yÏ3«j8? + 6v^Î3=0; 
d'où l'on conclut : 

_ yT3i+v/— 11^13 _ v^ï3«--vCrTiyï3 

fiéSCMÉ. 

305. Forme générale de Péquation da second degré à deux inconnues. — 
504. On peut toujours résoudre deux équations à deux inconnues, l'une 
du premier, l'autre du second degré. — 50S. L'élimination d'une in- 
connue entre deux équations du second degré à deux inconnues con- 
duit, en général, à une équation complète du quatrième degré. — 

506. Résolution de quelques systèmes simples à deux inconnues. -— 

507. Résolution de quelques systèmes simples à plus de deux inconnues. 
— 508. Résolution de quelques systèmes de degré supérieur au second, 
et qui se simplifient'par un changement d'inconnues. 
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EXERCICES. 



I. Résoudre les équations : 



ab— Ha+&)(a?+y)+a?y=0, 
(c + d)(a?+y)+a?y=0; 



lad— |i 



et en déduire: ^'^ (a-c)(a.^d) (b--c)(b ~d) ^ . 

On tire « + y et rty des deux équations , et on forme l'expression ( —^ ) — apy , 
qui est égale à T . 

II. Résoudre le système : 

On élimine y; et en posant ^ac^*=:x, on obtient une équation du second 
degré, 

On en tire 9; et Ton obtient ensuite a; et y. 

III. Résoudre le système : 

x+y^^a, ap5 4-y3=d^ > 

On calcule le produit xy ; et Ton arrive ensuite à 



«-1-I * Ad^ T 



IV. Résoudre le système : 

X'\-y=aj iB<+t/«=d*. 

On calcule le produit xy, en élevant la première équation à la quatrième 
puissance ; et Ton trouve : 

On en conclut aisément x et y. 

V. Résoudre le système : 

x + y^^a, «*4-y*=:d*. 
On calcule le produit xy d'une manière analogue, et Ton trouve: 

^.-g^ V5a(a^4-4d^) 
^"2^ 10a 
Alg. él. B. 20 
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VI. Résoudre le système : 



1 4 1 

;-et - 

VIL Résoudre le système : 



En prenant - et - pour inconnues, on est ramené au système 3* (n* 306). 
X y 



On est ramené au même système, en prenant ^x et )Jy pour inconnues. 
VUI. Résoudre le, système : 

L 1 - - 

ac4 + i/i=35, «< + y^=5. 

On prend pour inconnues ap~et y* ; et l'on est ramené à Texercice lU. 
IX. Résoudre le système : 

On prend encore pour inconnues x+y ^xy. 

• X. Résoudre le système : 

î_V — £+£ £'_î^ — ÏIZÏ 
y «""op' + y" y" X' y ' 

On déduit aisément de ces deux équations Téquation : 

©■-©-=•• 

1 Izby/? 

et l'on trouve : ' y =7» ^= — 4 — * 

XI. Résoudre le système : 

En éliminant y, on arriva à Téquation : 

qui peut s'écrire : (4«« + 4aa? + a') (»' + 2a*) = , 

et se résout aisément. 

XII. Résoudre le système : 

' yV(a-a?)(a?-b)+aîV'(a-y)(5-y)=2{bV(a-.x)(a-.y)+aV(«-&)(&-y)} 
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En élevant au carré la première éqaation, puis remphrçant âPt^par 4a^, on 
arrive à l'équation : 

l»+y-4(a+b)] (a?-v-4(a-&)]=0; 

de sorte que le système proposé peut être remplacé parles deux systèmes sui- 
vants , faciles à résoudre : 

|a; + y=4(a + &), j»— y=:4(a— &), 

l irt/=4a6, ^ a;e/ = 4a&. 

XIII. Résoudre le système : 



On trouve aisément : 



XIV. Résoudre le système : 

((«•+!/') (a;V+l)=:208a;y. 
On divise la première équation par xy , la seconde par x*y* ^ puis on repré- 
sente a? + - par w, y +- par r , et l'on arrive aux deux équations : 
X y 

«4-14=18, t>' + u»=212j 
d'où Ton tire aisément : 

»=7±:4v^, y = 2±vS. 

XV. Résoudre le système : 

On prend pour inconnues , \/i = w , y^y = v ; et Ton arrive aux équations , 

qui fournissent la videur de 17, et par suite celle de Uj et entia celles de x et 
de y. 

XVI. Résoudre le système : 



V X'{-y+Z\/bxy=h» 

On remarque que la première équation peut s'écrire : 
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et que la seconde est le cube de la suivante : 

On est ainsi ramené au système (3"*) du n* 306 , en posant yx=zu, \y =:v. 
Mais la dernière équation n*est pas aussi générale que la seconde des équations 
proposées; de sorte qu'on n*a pas ainsi toutes les solutions. 

XVII. Résoudre le système : 

I i. i. i. JL 2. 

En posant s?=:u, y>=i;, on met les équations sous la forme, 

(u^ + t^' + UVrrrb». 

'Et la seconde , divisée par la première , donne : 

On peut donc trouver u + v eX y^, et par suite u et v , puis x et y. 

XVIII. Résoudre le système : 



x+y -^' x^y ~^- 

On tire facilement de ces équations, en posant \/r3^=*'! 



ry, y—i^y^^t ^—i^r^^' 



XIX. Résoudre le système : 

( (i-»')'(H-y»)-(H-a?T(l-i/»)=4»«v'f+yS 
l 4«y=v^ (!-««) (l -y»). 

On effectue les calculs ; puis on élimine x , et Ton arrive à l'équation : 

3î/»-f-6y«-l=0; 

d'où l'on tire y ; on en conclut x. 

XX. Résoudre le système : 

( »»+y»=2«ry. 

En effectuant les calculs dans la première équation, puis en divisant ses deux 
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membres par a*y' , et en y substituant à«'+y3,à — + — et à —,4-^, leurs 
valeurs tirées de la seconde , on arrive à Téquation : 

(«y— (a*— 25c— îbTJ^rrrO, 

qui donne la valeur de xy. On en conclut celle de a^y^ \ et , connaissant alors 
x^ + y^ et x^^f on est ramené au problème (276). On en tire donc «* et y^ et, 
par suite , a; et y. 

XXI. Résoudre le système : 

v/l— «•— v'i— y'=w, xy+ >/l—x* sjl—y*=:n. 

En élevant au carré les deux membres de la première équation, et en y rem- 
plaçant le produit des radicaux par sa valeur tirée de la seconde , on la met 
sous la forme, 

(aj—y)'=2(l— n)— m*. 

On met ensuite la seconde sous la forme, 

(a?— y)«=l— n'— 2(1— n)a;y. 

On peut donc tirer de là xy et «—y, et par suite x et y. 

XXII. Résoudre le système : 

( (aj+y) (1 +a;y+a?'y+«y'+a?y) +fl?y=a, 
( xy {X + y) (a?+y +»y) (aJ+y +a?y+a?'y+»y") =b. 

On pose successivement : 

ra?+y=jr, i%+z'=u, iu-^-u'^v, 

et Ton arrive au système | ^"^ '— &» qui fournit « et i/ : on en conclut u et 
u'y puis z et x^, et enfin x et y. 

Le système a huit solutions : 

XXIII. Résoudre le système : 

X ' y ^ X 
On trouve ; «« = ab , y ' = oc , x*=hc, 

XXIY. Résoudre le système : 

»(y+Jr)=2p, y{x+x)=2q, sf(a;4-y) = 2r. 
On tire aisément de là : 
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et, -par suite, 

V P+q-r 

XXV. Eésoudre le système : 

On trouve: a?=7, y=5, jr = 3. 

XXYI. Résoudre le système : 

a;+y+jr=13, «•+y«4-r=61, 2!rrt=ar(jr+!r). 

On élimine aisément y et X; et Ton trouve, a=4 et a? =9. On obtient, par 
suite, y + x eXyx; d'où l'on conclut y et x. Les valeurs, qui correspondent à 
jc=9, sont imaginaires : celles qui correspondent à «=4, sont y =3, 7=^6. 
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CHAPITRE IV. 

RÉSOLUTION ET HSCUSSION BES PROBLÈMES 
B'UN BEGRE SUPERIEUR AU PREMIER. 

§ I. Problèmes à une inconnue. 

509. Problème I. Calculer la profondeur cTu/n puits^ sachant 
qu*U s'est écoulé un nombre 6 de secondes, entre Finstant où Von a 
laissé tomber une pierre et celui où le bruit qu'elle a fait, en fira'j^ 
pant le fond, est revenu à Vomllô. (On néglige la résistance de 
l'air.) 

Pour résoudre ce problème, il faut se rappeler deux principes 
de physique : 

1* Uegpac e parcouru p ar un corp spesan t est proportionnel 
au carré du temps t écoulé ciepui* te CSmmenïement de la chute; 
et, si l'on désigne par ^ un coefficient constant» égal àv9>»,&ûa96, 

il estjepii ^enté par l'expressio n —-. 

Sa^ Le son se meut uniformément, et parcourt 333 mètres par 
seconde. Dans le calcul qui va suivre, nous représenterons sa 
vitesse par v ; de sorte que, dans le temps t , il parcourt l'es- 
pace vu 

Soit X la prctfondeur du puits, évaluée en mètres. En nom*» 
mant ^ le- nombre de secondes que la pierre met k descendre, 
on a: 

[l] x^f; d'où r,= ^. 

En nommant «île temps que le son met à remonter, on a : 
[2] x^vtt; d'où fe=-. 

V 

Or tt + ti=e, d'après l'énoncé ; donc l'équation du problème est : 
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Pour résoudre cette équation, qui contient un radical, on la met 
sous la forme : 

.et, élevant les deux membres au carré, on a : 

*■ -• V v* g 

ou, en faisant passer tous les termes dans le premier membre^ 
et ordonnant : 

M |-»'(5+J)+"=»- 

On tire de là : 



X 



_|±i±vI±EI 



Discussion. Les deux racines sont réelles; car la quantité 
placée sous le radical est évidemment positive. 

Il est facile de voir, en outre, qu'elles sont toutes deux posi- 
tives : car, d'après l'équation [6], leur produit ôV est positif, 

ainsi que leur somme ( — |- -\v\ Le problème ne peut, cepen- 
dant, avoir qu'une solution ; car deux puits de profondeurs dif- 
férentes ne peuvent correspondre à une même valeur de ô. Pour 
expliquer cette singularité, et trouver quelle est celle des deux 
racines qui répond à la question, remarquons qu'en élevant au 
carré les deux membres de l'équation [4], nous formons une 
équation nouvelle, qui, il est vrai, ne peut manquer d'être satis- 
faite si la proposée l'est elle-même, mais qui peut l'être aussi 
sans que celle-ci le soit. Les deux membres auraient, en effet, 
même carré, s'ils étaient égaux et de signes contraires. L'équa- 
tion [5] équivaut donc réellement (120) aux deux suivantes : 



V y g 



l_aj - /Sa? 



«=— V 9 
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La première de ces équations est la seule qui corresponde au 
problème proposé ; et sa solution est la solution du problème. 

Or cette solution est moindre que vô, puisque, 6 étant po- 
sitif, il en est de même de va— ir ; au contraire, la solution de 
la seconde équation est plus grande que vô, puisque ô— -est 

négatif; elle est, par conséquent, la plus grande racine de 
l'équation [5] : elle doit être rejetée comme solution étrangère. 
Ainsi la solution cherchée est : 






Reuarque. L'équation du problème précédent est : 
[6] J_2a.(± + 1) + O«=0. 

Dans cette équation, v représente la vitesse du son, égale à 
" 333 environ ; le carré v* est donc un nombre assez considérable, 

et -^, coefficient de ir*, est très-petit. D'ailleurs, la solution cher- 
chée est la plus petite des deux racines. Il y a donc heu d'ap- 
pliquer à la recherche de sa valeur les formules de l'article 288 ; 
en adoptant la première, il viendra : 

C'est la formule dont on devra se servir dans les applications. 
En effet, -, vaut, à peu près, nnfcôïï î ®t» comme l'unité de lon- 
gueur est le mètre, on peut, sans aucun inconvénient, négliger 
les quantités de l'ordre -5. 
La formule [a] peut, du reste, se simplifier un peu, si Ton 



Digitized by 



Google 



314 LIVRE m. 

OA 

remarque que, v étant grand, — est petit; en sorte qu'en le né- 
gligeant dans une première approximation, on peut écrire : 



57= - — : 

2 ' 

c'est la fommle qui conviendrait ^ en supposant la vitesse du son 
infinie. Pour obt^iir un terme de correcti<m, posons : 

Nous aurons, pour dét^miner a, l'équation : 

6^ _g^^ 



2 20 2 
5^ V 



+«; 



d'où l'on tire, en chassant le dénominateur du premier men^e, 

0=^ + ^'+—. 
g * V ^ V 

2aÔ 

Négligeant —, qui est, à la fois^ très-petit, à cause du facteur a 

et du facteur -, on en déduit : 

gV 

*■" 2v' 

et l'on a enfin, comme valeur approchée de x : 

Cefit, du reste, laiormule^à laquelle on savait arrivé, an effec- 
tuant la cNmsion de ô» par (-+— ) , et en s'arrétant après avoir 
trouvé les deux premiers termes du quotient. 

81©. Pkoblèi» B. Porteur une droite AB en dvuspmUet teOes, 
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que ta plm grande ÂX soit frwymm proportionmlk mire la plus 
petite et la ligne entière. 



A X B 

Soit a la longueur àe AB ; désignons AX par a?, et, par suite, 
BX par (a — x); nous aurons, d'après Ténoncé, la proportion : 

"■ -■ X a — x 

On en lire Téquation : a? = a{a — x), 
ou [2] aj^ + aa?— (?^=0. 

De là: [3] ^^-«±V^^^4-l±^/5)^ 

Discussion. Les deux racines sont évidemment réelles. Comme 
V^5 est comprise entre 2 et 3, la première racine est positive et 
plus petite que a ; elle est donc la solution demandée. Mais la 
seconde est négative, et sa valeur absolue est plus grande que a; 
elle doit donc être rejetée. 

Cependant on peut interpréter cette solution négative. Edl 
effet, désignons-la par (— a) : coname elle vérifie l'équation [2], 
on doit avoir : 

(-«)«= a {a- (-«)}, 

ou a' = a(a4-a). 

Ainsi a est une moyenne proportionnelle entre a «t (a+a), et 
répond évidemment à la question suivante : 

Trouver, sur la ligne AB prolongée, un point X' tel, que sa distance « 
au point A soit moyenne proportionnelle mire m disianm (a+«) au 
point B et la ligne AB=a. 



X' A B 

Les deux solutions, que nous venons de rencontrer, résolvent 
d'une manière générale le problème suivant : 

Trouver y sur une droite indéfinie, sur laquelle sont pris deuaypmntt 
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A et B^ un point X tely que la distance AX soit moyenne proportion- 
nelle entre BX et AB. 

Et il arrive que, comme dans la plupart des problèmes du 
premier degré, la solution négative doit être portée sur la droite 
AB, en sens opposé à la solution positive. 

On aurait pu, d'ailleurs, éviter la solution négative, en comp- 
tant les distances à partir du point B. Car, en désignant par x la 
distance BX {l^ fig.), et, par suite, par (a'-x) la distance AX, 
on aurait eu la proportion : 



a — x ^ 



a-^x 
d'où Ton eût tiré Féquation : 

[4] a?' — 3aa?+a* = 0; 

•* rri a(3±s/b) 

et, par suite, [5] x = q 

Ces deux solutions sont positives : la première , qui est plus 
grande que a, donne le point X' ; et la seconde, qui est plus 
petite que a, donne le point X. 

Construction des solutions. Les formules [3], qui peuvent 
s'écrire, 

^=v^-i. ^=-(vf+^+i> 

conduisent immédiatement à la construction qu'on indique dans 

les Éléments de géométrie. Car i/j + û* ^st l'hypoténuse du 

AB 

triangle rectangle, qui a pour côtés de l'angle droit AB et -^; et, 

AB 
pour avoir a?', il faut retrancher -5- de cette hypoténuse, tandis 

que, pour avoir la valeur absolue de xf\ il faut ajouter les deux 
longueurs. On porte d'ailleurs x' de A versB, et of en sens con- 
traire. 
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Remarquons encore que l'équation [2] peut s'écrire : 

par conséquent, le problème proposé revient à celui-ci : Trouver 
deux lignes x eî x + a, dont la différence est a, et dont la moyenne 
proportionnelle est a. On apprend, en géométrie, à résoudre cette 
question, et Ton retrouve la construction précédente. 

511. Problème III. Trouver y sur une ligne PQ, un point X 
également éclairé par deux lumières A 
et B, dont les intensités sont i et i'. On 
donne AJf=SLyBQ = hj e«PQ = d; AP 
et BQ étant les perpendiculaires abais- 
sées des points k et B sur la ligne PQ. 

Pour résoudre ce problème, on doit 
se rappeler que Tintensité de la lumière est en raison inverse 
du carré de la distance du point éclairé au point lumineux; de 
sorte qu'une lumière, d'intensité i, éclaire, à la distance a?, avec 

une intensité -i. 
a? 

On doit avoir, par conséquent : 




AX' BX*' 
ou, en désignant PX par a?, et, par conséquent, QXpar (d — x) : 
i i' 



[1] 



a«+a?»""6*+(d— a?)«' 



ou, en chassant les dénominateurs : 

[2] [b*+{d'^xy]i = {a^+c^)i'. 

Discussion. Sans entrer dans les détails de la solution de cette 
équation du deuxième degré, et des conditions de possibilité du 
problème, cherchons à interpréter les solutions négatives qu'elle 
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peut avoir. Si Ton désigne par (— a) une solution négative, cette 
solution doit vérifier l'équation [1] ; on doit donc avoir: 



[3] 



a« + fl^— 6«+(d4-a)«' 



C'est là précisément l'équation que l'on aurait dû écrire si, cher- 
chant le point X à gauche de P, on avait désigné par « sa 
distance inconnue au point P. Les solutions négatives four- 
nissent donc des solutions du problème proposé , pourvu que 
Ton porte la longueur qu'elles représentent à gauche du point P, 
c'est-à-dire dans un sens opposé à celui qui correspond aux 
solutions positives. 

314. Problême IV. Étant donnés un cercle dmt le centre est 0, 
un de ses diamètres AB, et une corde CD perpendiculaire à AB; on 
demande de tracer y/n cercle tangent^ à la fois, au cercle 0, au dia- 
mètre et à la corde. 

Soient OA = R, 01= a. 
Supposons qu'on veuille 
construire le cercle G in- 
scrit dans le segment 
Aie. Prenons pour incon- 
nue son rayon, et posons 
GT=IT=a?. La droite OG, 
qui joint les centres, va 
passer par le point de con- 
tact H des deux cercles ; elle coupe d'ailleurs le cercle inconnu 
en S. Or la tangente OT est moyenne proportionnelle entre la 
sécante entière OIT et^sa partie extérieure OS. On a donc : 

ÔT'=OHXOS, 
ou [1] (a +x)^ =R(H — 2ar) , 

ou, en développant et en ordonnait, 




[2] 



a^ + 2(R -}- ayx— R*-f- ô*^=r0. 
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On en tim : 

a? = --(R+a)d=v^(R+a)^+(R2— a'); 
ou, réduisant : 



[3] a?=~(a+a) ±: v^2R(R + a). 

Discussion. Ces deux racines sont évidemment réelles, imis- 
que 2R(R + a) est une quantité positive; et, comme a est plus 
petit que R, on voit, à l'inspection de l'équation [2], que l'une 
d'elles est positive et Tautrc négative. 

La solution positive x' se construit avec une grande facilité : car 
le radical est une moyenne proportionnelle entre 2R et (R+a), 
c'est-à-dire entre BA et BI; il est donc égal à BG. Donc : 

a?'=BC--BL 

Donc, si l'on prend BT=BC, IT sera égal à a?' : ce sera le 
rayon cherché. Pour avoir le centre, on élèvera en T une per- 
pendiculaire TG sur AB, et on la prendra égale à IT. 

Quant à la solution négative x'\ elle est égale, en valeur ab- 
solue, à BG + BI. Pour l'interpréter, remarquons que, si on la 
désigne par (—■«), elle doit vérifier l'équation [l] ; on doit donc 
avoir : 

(a — a)« = R(R + 2a), 
OU [4] (« — a)*=R(R+ 2tx). 

Or c'est là précisément l'équation qu'il eût fallu écrire, si l'on 
avait voulu tracer un cercle tangent extérieurement à l'arc BG, 
au diamètre et à la corde prolongés, et que l'on eût appelé a 
son rayon inconnu ; on s'en assure aisément en faisant la fi- 
gure. Ainsi la racine négative fournit une seconde solution du 
problème; et pour avoir le point de contact T^ du nouveau 
cercle et du diamètre AB, il suffit de porter, sur ce diamètre, à 
gauche de B, une longueur BT^ égale à BG. 

On voit qu'ici encore, les deux rayons, IT = BG — BI, et 
IT4 = BG + BI, sont portés, à partir du point I, en des sens 
opposés, comme l'indiquent ks signes dont leurs valeurs sont 
affectées dans les formules [a]. 
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Il est évident que les points T et Ti sont les points de contact 
de deux autrçs cercles égaux aux premiers, dont les centres 
sont symétriquement placés au-dessous du diamètre AB, et qui 
répondent aussi à la question. 

Si Ton veut maintenant inscrire un cercle dans le segment BIG, 
on trouvera, par des raisonnements analogues, Téquation , 

[5] (a?— a)* = R(R— 2a?), 

qui différera de l'équation [1], et qui ne pourra pas s'y ramener 
par le changement de signe de x. Sans entrer dans le détail de 
cette nouvelle solution, nous dirons seulement que la racine né- 
gative correspondra au cercle tangent extérieurement à l'arc AC, 
et qu'on obtiendra les points de contact des deux cercles avec 
le diamètre AB, en décrivant, du point A comme centre, une 
demi-circonférence, de rayon AC. 

On voit que le problème a huit solutions fournies par deux 
équations du second degré. 

513. Problème V. — Partager la surface iPun cerele, de 
rayon R, en moyenne et extrême raison, par une circonférence con- 
centrique. 

On peut faire deux hypothèses : !• la surface comprise entre 
les deux circonférences est la moyenne ; 2» la surface du cercle 
inconnu est la moyenne. 

Dans le premier cas, si l'on désigne par x le rayon du cercle 
cherché, l'équation du problème est : 





«R» *(R»— «») 




ir(R»— a;») izx" » 


ou[l] 


(R«— a^)»=RV. 


On tire de là: 


R»— !C»=Ra;, 



OU B?—a^ = — Rx. 

La première de ces deux équations donne : 
[2] ^^R(^ldzv/5). 
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et la^seconde, qui n'en diffère que 'par le signe de a?, donne : 

[3] x=.5ii^. 

é 

Discussion. Ces quatre racines sont égales deux à deux et 
de signes contraires. Mais les racines négatives n'ont pas de si- 
gnification dans cette question géométrique ; elles doivent être 
rejetées. Quant aux racines positives, la première^ 

(U= ^ 9 



est la plus grande partie du rayon R divisé en moyenne et extrême 
raison : elle répond directement à la question de partage. La 
seconde^ 

est la ligne dont la moyenne serait R dans la division en moyenne 
et extrême raison. Cette ligne, plus grande que R, donne une so- 
lution, qui ne convient pas au problème, tel qu'il a été posé. 
Mais, que l'on en généralise l'énoncé de la manière suivante : 

Construire v/n cercle concentrique à un cercle donné, et tel que la 
couronne soit moyenne proportionnelle entre les surfaces des deux 
cercles. 

Ce nouvel énoncé n'exigera plus que le rayon inconnu soit 
plus petit que R. Si on le suppose plus grand, l'équation nou- 
velle , 

(a?« — R7=R*a^, 

ne différera pas de l'équation [1]; et, par suite, la seconde 
solution conviendra, comme la première. 

Supposons maintenant que ce soit le cercle inconnu, qui 
doive être moyenne proportionnelle entre le cercle donné et la 
couronne : l'équation du problème est alors : 



iraj»"~7r(R*— rc*)' 



OU [4] a;* + R*a?»— R* = 0. 

Alg. êl. B. 21 
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On pourrait résoudre cette équation bicarrée parles méîhodes 
connues. Mais il vaut mieux poser : 

[5] a?«=Ry; 

et réquation devient» après avoir été divisée par R* : 

[6] î/*+Ry— R» = 0; 

elle est identique avec la première des équations du premier 
cas. Ainsi la valeur négative de y doit être rejetée; et la vakv/r 
yositive est la plus grande partie du rayon divisé en moyenne et 
extrême raison. Quant au rayon J^du cercle inconnu^ il est^ di" après 
réquation [5], une moyenne proportionnelle entre le rayon du cercle 
donné et la moyenne y. 

On construira aisément les trois solutions de ce problème. 

§ II. Problèmes à plusieurs inconnues. 

314. Problème YI. — Calculer les côtés de Vangle droit d'un 
triangle rectangle^ connaissant V hypoténuse a et la hauteur h 
abaissée du sommet de Vangle droit sur Thypotènuse, 

Soient a? et y les deux côtés inconnus; le théorème de Pytha- 
gore donne Tèquation : 

[1] . 3? + f = a\ 

La surface du triangle a pour expressions^ et -^; donc on a: 

[2] œy = ah. 

En doublant les deux membres de l'équation [2], et en l'a- 
joutant ensuite à l'équation [1], on a : 

^ + 2/* + ^y = ^* +2aA, 
ou {a?+2/)' = ^'+2aft; 

d'où l'on tire, en extrayant les racines carrées des deux mem- 
bres, ce qui est permis, puisqu'ils sont positifs : 



[3] a?-f^=v^a*+2aA.' 
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&, au lieu d'additionner les d^x équations çnembre à mem- 
bre, on soustrait la sèCHMide de la première, on a : 

{x — y)^ = a*— 2a/t; 

et, comme on peut supposer que x est le plt\^ grand des deux 
côtés cherchés, on a, en extrayant les racines : 



[4] X — y=-^a* — 2a/i. 

On connaît donc la somme [3] et la différence [4] des inconnues, 
et r<m eu conclut : 

x= - (v^a' + 2ah -}- y/a* — 2ah) , ' 
y=-T (v^a* + 2ah — - y/a* — ^ah). 



Discussion. Pour que le problème soit possible, il faut et il 

suffit que les valeurs de x et de y soient réelles, c'est-à-aire que 

Ton ait : 

a • 

[6] . a>^h, ou h<C-. 

518. Remarque. Ces inégalités [6] n'excluent pas les éga- 
lités limites, 

car les valeurs de a? et de y relent réelles et positives, dans cette 
hypothèse. Elles fournissent donc les solutions des deux ques- 
tions suivantes : 

1* Parmi tous les triangles rectangles^ de hauteur donnk h, quel 
est cebui dont V hypoténuse est la plus petite possible? 

C'est le triangle dont l'hypoténuse est égale à 2h, Il est isocèle ; 
car, dans ce cas, 

a?=:y = &y/L 
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^° Parmi tous les triangles rectangles^ de même hypoténuse a, qud 

est celui dont la hauteur est la plus grande possible ? 

a 
C'est le triangle dont la hauteur est égale à-. Il est isocèle; 

car, dans ce cas, 

a\/2 



rr=t/= 2 



516. Problème VIL — Déterminer les côtés d^un triangle rec- 
tangle^ connaissant sa surface m* et son périmètre 2p. 

Soient ar, y, z les côtés du triangle; z étant l'hypoténuse, on 
a, d'après l'énoncé, et en se servant de propositions très- 
connues : 



[1] 


^*=a;»-+î/S 


[2] 


x+y+z=z2p, 

• 


[3] . 


2m* = a?!/. 



En multipliant par 2 les deux membres de la troisième équa- 
tion, et l'ajoutant ensuite à la première, on a: 

J5* -f" ^^' = ^' + î/* + 2a?2/, 
ou [4] z* + 4m* = {x+ î/)«f 

La seconde donne d'ailleurs l'équation : • 
a? + î/ = 2p — ^; 
d'où [5] '{x+y)*=(2p^z)K 

En égalant les deux valeurs de {X'-\-yy fournies par les équa- 
tions [4] et [5], on a : 

{2p'^zf = z^i-km\ 

ou, en effectuant l'élévation au carré indiquée dans le premier 
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membre, puis en supprimant le terme z^ qui est commun, et en 
divisant les deux membres par 4, 

d'où Ton déduit; 

[6] Z = '- . 

P 

Puis, z étant connu, les équations [2] et [3] font connaître 
{x + y) et irt/; car elles donnent : 

, ^ p^ + m* 

xy ,= 2m^ ; 
x%Xy sont, par conséquent, racines de l'équation, 

w^-2^±^\ + 2m« = 0. 
On a donc : 



Discussion. Gomme la valeur [6] de z doit être positive. Tune 
des conditions de possibilité du problème est : 

Mais cette condition ne surfit pas ; il faut, en outre, que les 
valeurs de a? et de y soient réelles et positives. 

Or on voit, à l'inspection de l'équation qui les fournit, qu'elles 
sont positives, si elles sont réelles. Il suffit donc d'exprimer 
qu'elles sont réelles, c'est-à-dire que l'on a : . 

ou, ce qui revient au même, puisque 4p* est positif, 
(p«+ m*)* — 9p*m«>0. 
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Or le premier membre petUétre considéré comme la dîfférenœ 
de deux carrés. Cette inégalité équÎTaut donc à la sauvante: 

G?' 4- ^* + 2pwi v/2) (p* + ITT* — 2pm V'2)> 0. 

Mais le premier facteur est positif : il faut donc que Ton ait : 

[8] p*+^*— "2j7mv/2>0. 

Telle est la condition i laquelle p et m doivent satisidire. On 
peut en déduire les limites, entre lesquelles peut varier p pour 
une valeur donnée de m, ou m pour une valeur donnée de p. 

Nous obtiendrons ces deux résultats à la fois, en posant — =±r. 

Si, en effet, Ton divise par m^ lés deux membres de l'inéga- 
lité [8], elle devient: 

r^— 2rv/2+l>ô. 

Or son premier terme est positif: on en conclut que, pour 
qu'elle soit satisfaite, r doit être plus grand que la plus grande 
racine de l'équation : r* — 2rv/2-|- 1 =0, ou plus petit que la 
plus petite; c'est-à-dire plus grandque(v/24-l), ou plus petit 
que (v'2 — l). Mais p étant, gDmme on l'a vu, plus grand que m, 

le rapport — ne peut pas être moindre queCv'i — l); UfcM donc 

qu'il soit plus grand que (v/2 + 0- D'ailleurs, cette condition en- 
traîne la première; elle est donc la seule condition de possibilité 
du problème. 

517. Remarque. Le triangle rectangle, dont le périmètre est 
2p et la surface w*, n'est possible que si l'on a': 






on en conclut : 



m<i- 



\/2+l^ 

ou ' m<p(v/2 — l); 

et p>m(V2+l). 
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Ces inégalités n'excluent pas les égalités limites, 

m = p(y/2 — l), 

- 'P = w(v^2-hl); 

car, dans cette hypothèse, les valeurs des inconnues restent 
réfilles et positives. Elles fournissent donc la solution des ques- 
tions suivantes : 

l*' Parmi tous les triangles rtckmgks^ de même périmètre 2p, quel 
est celui dont la surface est la plus grande possible ? 

C'est le triangle dont la surface est : m*=p'(v/2 — l)'. H est 
isocèle ; car les côtés de Fangle droit sont donnés par la formule : 
x=y =p (2 — V^) • L'hypoténuse z=2p (v^2 — 1 ). 

2^ Parmi les triangles rectangle, de même surface m\ quel est 
celui dont le périmètre est minimum? 

Cest le triangle dont le périmètre est: 2p=2m(v'2+l). Il est 
isocèle ; car les côtés de l'angle droit sont donnés par la formule : 
a? = 1/ =m v/2. L'hypoténuse z =^2m. 

518. Problème VIIL — Inscrire dans une sphère, de rayon R, 
un cylindre dont la surface totale, y compris les deux bases^ soit 
équivalente à un cercle^ de rayon dorme m. ' 

U Si l'on nomme x le rayon de base et y la hauteur ^u cylindre, 
la géométrie fournit immédiatement les équations suivantes : 



[1] ^+t=RS 



ou, ^en supprimant le facteur tc, 
[2] 2ir*4-'2a?^ = m*. 
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On déduit de [2]: y__ m' — Zic* . 

et, CD substituant cette valeur dans [1], on a : 

^+ • 16a?« -^» 

chassant les dénominateurs, et réduisant les termes semblables, 
on obtient l'équation bicarrée : 

[3] 20a?* — (4m* + 16R*)ir*-hm* = 0; 

d'où l'on déduit : 



^ (in«+4R»)d:v/(mV+4Ry— 5m* 

et, par suite, 

[51 ^ — . / m*+4R^±v/(m«+4Ry=^5m* 

V 10 

Discussion. A la seule inspection de l'équation bicarrée [3], 
on s'aperçoit que, si les valeurs de x^ sont réelles , elles sont 
toutes deux positives, et elles fournissent par conséquent cha- 
cune une valeur réelle et positive de x. Mais il ne suffit pas que x 
soit réel et positif, il faut aussi que y le soit ; par suite, on doit 
avoir : 

m* — 2a?'> 0, 

m ^ 

ou [6] ^<I^' 

Le problème aura donc autant de solutions, qu'il y aura de 
valeurs de x fournies par la formule [5] , et satisfaisant à cette 
condition [6]. 

Pour que le problème soit possible , il faut d'abord que les 
valeurs de x soient réelles; il suffit, pour cela, comme -nous 
l'avons dit, que celles de x^ le soient ; ce qui exige seulement 
l'inép^alité : 

(m«+4R*/ — 5m*>0. 



^o" 
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On peut encore regarder le premier membre comme mie diffé- 
rence de deux carrés, et écrire : 

(m* + 4R« — m« v/5) (m«+ 4R* + mVô) > 0. 

Or le second facteur est positif; il faut donc que Ton ait : 

m«+4R*— inV5>0; 

4R* 

d'où [7] m«< /-_^ , ou m«<R«(v/5 + l). 

Celte condition étant remplie, la plus petite valeur de x 
convient toujours à la question ; car elle satisfait, en outre, à 
l'inégalité [6], c'est-à-dire que Ton a : 



m« + 4R«— v^(m«+4Ry— 5m* m*. 
10 "^ 2 ' 

ou, en chassant les dénominateurs, et transposant : 



4(R«— m»)<v^(4R» + m*)* — 5m*. 

Et, en effet, si m est plus grand que R, cette inégalité est évi- 
dente. Si, au contraire, m est plus petit que R, les deux mem- 
bres étant positifs, il estpermis de les élever au carré (205), et 
l'inégalité devient : 

16(R* — 2R«m«+m*)<16R* + 8R«m« + m*— 5m*, 

ou 20m* — 40R«m«<0; 

d'où m«<2R*; 

ce qui est vrai. Le problème a donc toujours une solution^ dès que 
la condition [7] est vérifiée. 

Pour que la plus grande valeur de x convienne aussi , il faut 
que l'on ait de même : 



. fô ^2' 

ou, en chassant les dénominateurs et réduisant : 



v/m« + 4R*)« — 5in* < 4 (m* — R«). 
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k 

Or si m est moindre que R, cette inégalité est impossible, et^ par 
conséquent^ la seconde splution n'existe pas. Si m ^ plus grand 
que R, les deux membres de Tinégalité étant posidfs^ on peut 
les élever au carré ; il vient ainsi : 

(m« + 4R*)«— 5m*<16{m«— R«)«; 

d'où m*>2R2. 

Il faut donCj pour qu!il y ait deux solutions , que m* soit compris 
emre 2R« et R^ (v^5 + 1). ^ 

51». Remarque. On peut se rendre compte, de la manière 
suivante, des résultats que nous venons d'obtenir. 

L'équation [2] , lorsqu'on y remplace y par sa valeur positive 
tirée de [1], donne, pour expressi(Mi de la surface totale du cy- 
lindre inscrit dans la sphère : 

icm' = 2 wa? (aj-4- 2 y^R*— a?*) . 

Si l'on examine les valeurs successives, par lesquelles passe 
cette surface, lorsque le rayon x de la base augmenta depuis 
jusqu'au rayon R de la sphère, on voit qu'elle est nulle pour 
x = ; puis, qu'elle augmente avec a?, jusqu'à uneUmiteque 
le calcul fait connaître, et qui, d'après ce qui précède, est 
irR*(v^5+ l); la valeur de a?, qui fournit ce maximum, est, 
d'ailleurs : 

a?=^VlO(5+v/5). 

Puis, lorsque x augmente jusqu'à R, la surface diminue jusqu'à 
la valeur 27cR', qui correspond au cas où, la hauteur étant nulle, 
le cylindre se réduit à ses deux bases qui sont deux grands cer- 
cles. Or, en augmentant depuis zéro jusqu'au maximum, pour 
diminuer depuis le maximum jusqu'à 27rR% il est évident que 
la surface du cylindre passe deux fois par toutes les valeurs com- 
prises entre le maximum et 27cR% et une seule fois par celles 
qui sont moindres que 2wR*. 

320. Problème IX. Quelques problèmes scmt considérable- 



Digitized by 



Google 



DES ÉQUATIOIf& mi SECOND DEGRÉ. 331 

ment amplifiés par un elK>ix habile de Vivmvmjoe. En voici un 
exemple : 

des moyens %% la somme des ex^knes as', et la somma d€s emrés 
des quatre termes 4q*. 

Proions peur inomnue le produit x des moyens ; I^ir soimitô 
étaal Is, âft sont (276) racines de l'équation y 

z* — 2sz-\-x^0, 
et égaux/ par conséquent, à 

Comme le produit des extrêmes est égal au produit des , 
moyens, on verra, de la même manière, que les extrêmes sont : 



En formant la somme des carrés de ces quatre expressions, 
on trouve : 

ks* -\- ks'* ^ kx ; 

l'équation du problème est donc : 

ks^+ks'*—kx = kq\ 

On déduira de là la valeur de x, et, par suite, les quatre termes 
de la proportion, qui sont, tout calcul fait : 

Remarque. Il est naturel de prendre pmir iflconniie le pro- 
duit des moyens, parce que ce produit, pour chaque propor- 
tion, n'admet qu'une seule valeur. Si l'on clierchait, par 
exemple, à' déterminer un des moyens, on devrait les trouver 
tous les deux par le même calcul ; car rien ne les distingue dans 
l'énoncé. L'équation serait donc au moins du second d^ré. 

Pour que le problème soit possible, il faut qu'on ait : 

s*<g*, s^<^. 
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3Si. Problème X. Nous donnerons encore la solution du 
problème suivant : 

Trouver une proportion, connaissant la somme ks de ses termes y 
la somme 4q* (fo leurs carrés, et la somme 4 c* de levrs cubes. 

Prenons pour inconnues la différence 4a? entre la somme des 
extrêmes et la somme des moyens, et le produit y des extrêmes; 
désignons par a, h, c, d, les quatre termes de la proportion ; 
nous aurons : 

a+d+c + h = ks, 



•■ "^ ^ \a+d—{c+b)=kx. 

Gomme Ton a : [3] ad =y, bc = yy 

on en déduit (276) pour a, b, c, rf, les valeurs : 



az=s + x + s/{s+xy — y, 

[4] I d = s + x,— }/ {s + x'') — y , 

b=S'^x+^{s — a?)* — 1/, 

c=s — X — ^{s — xy — y. 

La somme des quatre carrés est, comme on le calcule facile- 
ment : / 

et la somme des quatre cubes est : 

I6s{s*+Za^) — I2sy; 
ce qui fournit les équations : 

( 8(5« + a?») —ky =kq\ 
\ 165(5*+ 3^)— 1251/= 4c»; 

ou, en divisant par 4 les deux membres de chacune d'elles, et 
en transposant : 

2aj*— y=q* — 25*, 



■■ ■* ( 12^a?*— •35y=c»— 



45*. 
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En résolvant ces deux équations, on trouve : 

^ ■• 6s ' ^ 3s ' 

et, si l'on ^bstitue les valeurs de xeidey dans les formules [4], 
on obtient les quatre termes de la proportion. 

RÉSUMÉ. 

- 509. Problème du puits. — 510. Problème de la division d'une droite en 
moyenne et extrême raison. — 511. Problème des lumières. — 
512. Problème sur les cercles tangents. — 515. Problème du partage 
d'un cercle en moyenne et extrême raison. — 514. Calcul des côtés 

. d'un triangle rectangle, dont on donne Thypotënuse et la hauteur. — 
51^. Minimum de Thypoténuse du triangle, dont la, hauteur est don- 
née. Maximum de la hauteur du triangle ^ dont l'hypoténuse est donnée. 
— 516. Calcul des côtés d'un triangle rectangle, dont on donne la sur- 
face et le périmètre. — 517. Maximum de la surface du triangle rec- 
tangle, dont le pérhnètre est donné. Minimum du périmètre du trian-' 
gle rectangle, dont la surface est donnée. — 518. Inscription d'un 
cylindre, de surface totale donnée, dans une sphère donnée. — 
519. Variations de la surface du cylindre inscrit, avec le rayon de sa 
base. — 520, 521. Solutions de deux problèmes sur les proportions, 
qui deviennent très-faciles par un choix habile des inconnues. 

EXEUCIGES. 

I. Un voyageur part d'un point B, pour aller vers un point G, en même 
temps qu'un autre voyageur part de G pour aller vers B. Ghacun d'eux marche 
avec une vitesse constante. Ces deux vitesses ont un rapport tel, que le premier 
arrive en G quatre heures après qu'ils se sont rencontrés, et que le second ar- 
rive en B neuf heures après cette rencontre. On demande quel est le rapport 
des vitesses? 

Si Ton dé\^igne par a; et par y les deux vitesses , par d la distance BG , et par z 
la distance du point B au point de rencontre, on trouve les équations : 

• X_ d— X d^x ^, x_ 
^"""7"' "F""" ' y ' 

X 3 
et Ton en tire : - = «• 

y 2 

II. On donne un cercle , de rayon R , et un point sur un diamètre. Trouver 
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une droite P, perpendiculaire *à ce diamètre, et telle qu'en menant, par le 
point 0, une sécante qui coupe le cercle en- deux points A, B, et en désignant 

par p et g les distances des points A et B à la droite P^ la somme - + - soit 

indépendante de la direction de la sécante AB. 

En (désignant par c la distance du centre à la droite incoamm , |par d c^ dm 
centre au point 0, et par m la tangente de Tangle que la directioB «de la fié- 
cante fait avec celle du diamètre, on trouve que p et g sont les racines de Té- 
quation : 

On en tire la Tal»tr de - + ^ ; et l'on trouve que, pour remplir leg fiooâUions 

P Q 
de renoncé, il faut que Ton ait : 

• ff:=sa, on ^P.=s-7. 

Le rapport constant est î ^ , dans le premier cas, et ^ ^ , dans le 

second. 

in. Deux cercles étant placés Tun dans l'autre, trouver, sur la ligne des 
centres, un point tel, que ses distances aux deux points où les cercles sont 
coupés par une même perpendiculaire P à la ligne des centres , soient dans un 
rapport constant. 

En désignant par R et ries rayons des deux cercles, par d la distance des centres, 
par a la distance du centre du petit cercle à la droite P , et par x la distance 
du même centre au point cherché (que Ton suppose plus éloigné du centre du 
grand cercle), on trouve, pour le carré du rapjwrt des distances : 

r'— a'+(a? — a)' » 
et pour la valeur de x qui répond à la question, 

R'— r«— d'=bv/(RHrr+d)( R-fr— d)(R— r + d)(R— r— d) 

%d 

Le rapport constant est alors \l • 

On interprétera les solutions négatives. 

IV. On donne la somme «> des sur&ces de deux rectangles, la somme a de 
leurs bases, et les surfaces p' et q* des deux rectangles qui auraient la base de 
l'un et la hauteur de Fanttte. Trouver ces reo^ngles. 
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En désignant par » et y la base et la hauteur da premier rectangle , par 
u et V la base et la hauteur du second , on trouve : 



_ Q(s^+2g^zp:Vjg<— 4p»g' s»H-2i)^zp: y/g^— 4pV 

^^ 2(«^+,p*+9') ' * 2a 

V. Trouver une progression par quotient, connaissant la somme S| de ses 
termes , la somme Sz de leurs carrés , et la somme S3 de leurs cubes. 

Les inconnues étant le premier terme x, la raison 9 et le nombre des termes jsr, 
on applique la formule qui donne la somme des termes d'une progression par 
quotient, et qui sera démontrée dans le livre lY. On arrive, après quelques 
transformations, aux équations : 

2S,*+(S,»-Ss)yr=S,'+S„ 
3S,a^» +. 3S,'« {t/-l) + S,%- 1)»- S3[2/Hl/ +1) = 0, 
qui donnent x et y. Puis l'équation : 

donne t/', et par suite x. 

VI. Trouver quatre nombres, en progression par quotient, connaissant leur 
somme a, et celle de leurs carrés b*. 

En désignant par x le premier terme et par y la raison, on applique la même 
formule; et Ton arrive, après quelques transformations, aux équations: 

(a^-b2) y4_25Y-2bV-2&'y+(a'-b') = 0, a?== j^^^-iL— , 

dont la première se résout comme la seconde des équations 4*"^ dn n*" 301 , en 
iiviwatporîr*, erten posant: y ■] — =jr. 

VIL Trouver un nombre de deux chiffres, tel que, divisé par le produit de 
ces deux chiOres^ il do^e pour quotient 5^; et que , à Ton en retranche 9 , on 
obtienne le nombre renversé. 

Le noiAbre est ^» 

vm. Trouver un nombre de trois cWffres, tel que le second chiffre soit moyen 
proportionnel entre l^s deux autres , que le nombre soit à la somme de ses 
dtifll^s comme 124 «4 à 7 , et q«'en lui ajoutant 594, on obtienne le nombre 
Tenvertéi 

Le nombre est 248. 
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IX. Trouver cinq nombres , en progression par différence, connaissant leur 
somme 5a et leur produit p*. 

On trouve que le terme du milieu est égal à a, et que la raison y est donnée 
par réqiution : 

4ay*— 5ay+a*— p*=0. 

X. Trouver quatre nombres, en progression par différence, connaissant leur 
somme 4a et celle de leurs inverses r. 



En représentant les quatre termes par »— 3y, «—y, x+y, x4-3y, on 
trouve que x=:a, et que y est donné par l'équation : 

9y< + 10A(2fe-a)y'+a*— 4a»5=0. 

XI. Mener d*un point A, à un cercle G, une sécante de longueur donnée l^ 
et chercher les conditions de possibilité. On donne la distance a du point au 
centre, et le rayon R du cercle. 

En désignant par y la perpendiculaire abaissée de l'extrémité de la sécante 
sur le diamètre qui passe par le point Â, et par a; la distance du pied de cette 
perpendiculaire au centre , on trouve : 

R^+a*-P .._ (a + ^ + l) (g+R-g) (?+R--a) (g + a-^R) 
2a ' ^" 4a' - 

Les conditions de possibilité sont : si le point A est extérieur au cercle, 

i<a + R, î>a — R; 
et , si le point est intérieur, 

2<R + a, Z>R — a. 

XII. On sait que, étant donnés un point A et un cercle, dont le centre est en 
et dont le rayon est R , on nomme polaire du point A une perpendiculaire 
à OA, menée par un point X de cette droite, tel que OXx 0A=R'. Cela posé, 
deux cercles, de rayons R et R', étant donnés, on demande si un point M de leur 
plan peut avoir même polaire dans Tun et dans l'autre. 

Il faut, pour cela, que les deux cercles ne se coupent pas; et, si cette con- 
dition est remplie, en désignant par d la distance des centres, on trouve, pour 
la distance du pôle au centre du cercle R, 

_d»4-R'--R"±V(R+R'+rf) (R + R^— d)(R— R^+d) (R— R^^ 
X . 

XUI. Ëtant donnée une sphère, de rayon R, on propose de la couper par 
un plan tel, que le plus petit des deux segments sphériques ainsi obtenus soit 
au cône de même base, qui aurait pour sommet le centre de la sphère, dans 
un rapport constant m. 



Digitized by 



Google 



DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 337 

On trouTe que la hauteur du segment est donnée par les formules : 

op-O, x-R 2(m+l) 

XIV. Même problème , en supposant que le cône ait pour sommet l'extrémité 
du diamètre perpendiculaire à la base commune, située dans le plus grand 
segment. 

On trouve: x=0, x=R j-^j^j-jj 

XV. Étant donnée une sphère, de rayon R, la couper par un plan tel, que 
la plus petite des deux zones ainsi déterminées soit à la surface latérale du 
cône de même base, qui aurait pour sommet le centre de la sphère, dans un 
rapport constant. 

On trouve, pour la hauteur de la zone : 

2m»R 

XVI. Même problème, en supposant que le cône ait pour sommeM'extrémité 
du diamètre perpendiculaire à la base commune, située dans le plus grand 
segment. 

on trouve: »=0, «=RHî!^±i:^^^±I. 

XVII. Partager un trapèze, dont les bases sont a et b, en trois parties propor- 
tionnelles à m, n, p, par des parallèles aux bases. 

En désignant par âs et par y les longueurs des deux parallèles, on trouve : 

m+n+p * ^ m+n-^-p ' 

XVin. Une circonférence, de rayon R, jouît de la propriété de renvoyer les 
corps qui la choquent , de telle sorte que l'angle de réflexion soit égal à l'angle 
d'incidence. On suppose qu'une bille élastique, réduite à un point matériel, 
est placée dans l'intérieur du cercle, en un point A, à une distance a du 
centre. On demande sous quelle direction on devra lancer la bille, pour que, 
après s'être réfléchie deux fois en B et en G, elle vienne passer par le point de 
départ A. 

On prouve que le triangle ABC est isocèle-, et, en désignant par x la distance 
de la base au centre , on trouve : 

^_ R(v/R»+8a'-R) 
4a 

Discuter et construire cette solution. 

ÀLG. EL. B. 22 
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XIX. Inscrire dta» un ecrele, de nyos R^ un tiiai^ uocète, comuiisant 
la somme a de la base et de la hauteur. 

En désignant par â? la moitié de la base, et par y la hauteur , on trouve : 

2 (g—R) ± V4R'4-2aR— g^ __ o+4R=f2 v^4R»+2gR— gV 
a?= g , U g • 

Discuter et construire ces solutions : dire quelles sont les conditions de pos- 
sibilité, et dans quels cas il y a \ma on deux solutions. 

XX. Un quadrilatère ABCD étant donné , on propose de construire un second 
quadrilatère A'B'C'iy, dont les côtés soient respectivement parallèles aux côtés 
du premier/ également distants de ceux-ci, de telle sorte que Taire comprise 
entre les périmètres dqs deux polygones soit équivalente à un carré m*. 

On suppose que le quadrilatère A'B'CD' enveloppe ABCD; si Ton désigne par 
2p le périmètre du quadrilatère donné , par s la somme des cotangentes des 
demi-angles de ce quadrilatère, et par x la distance des côtés parallèles, on 
trouve réquation : 

«^+2pa?— m*=0. 

Discuter cette solutton. Examiner si la racine négathre pvot slnterpréter, en 
supposant que le quadrilatère A'B'G'D' est intérieur au quadrilatère ABCD. 

XXI. Mener, par un point A, pris dans un cercle, de rayon R, deux droites 
rectangulaires AB, AC, terminées à la circonférence, et telles que Tare inter- 
cepté entre elles ait une corde égale à g. 

Si Ton désigne par d la distance du point Â au centre, par op et par y les lon- 
gueurs AB, AC, on trouve: 

^4R'— g? 
Discuter les conditions de possibilité du problème. 

XXII. Étant donnés un cercle, de rayon R, et un autre cercle, de rayon 
—, tangent intérieurement au premier, on propose de tracer un troisième cer- 
cle , tangent, à la fois, aux deux autres et au diamètre qui joint leurs centres. 

En désignant par x le rayon du cercle cherché, et par y la distance du 
centre du premier cercle au point de contact du diamètre et du cercle inconnu, 
on trouve : 

.^ 4(m— 1)_ 3— w„ ^ 

2« x = Of y= — R. 

Discuter et construire les solutions. 

XXIII. Calculer les côtés jt, y , de Tan^e droit, l'hypoténust jT et la hau- 
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teur correspondante v d'un triangle rectangle, connaissant le périmètre 2p, et 
la somme a de Thypoténuse et de la hauteur. 

On trouve : 



2 ,2 



ag_ 2p— a4-V(2p+a)'— 8l?'±v/2a^ + 16ap— 2(6p + a)V(2p + o)»— 8p^ 

y"" 4 

XXIV. Calculer les trois côtés a?, y, ;r, d'un triangle, sachant que les vo- 
lumes décrits par le triangle, en tournant autour de chacun d'eux , sont équi- 
valents aux volumes de trois sphères, de rayons a , |) , y. 

On trouve les relations : a^x =: p^y = y^;f ; 

et, par suite-: 

^_ 16q»> 

Va' + p3 + .^3^ Va^ "^ p» YV W r* PV \P' Y* «V 

et deux autres formules analogues pour y^ et x^.\ 

XXY. Inscrire dans une sphère, deIrayonR, un cylindre, dont le volume soit 
équivalent à la somme des segments sphériques qui ont même base que lui 

En désignant par x le rayon de base du cylindre, et par y la hauteur de Tun 
des segments, on trouve : 

2* X =0, y=0. 

Construire la solution. 

XXYI. Étant donné un cercle^ de rayon R, on mène , par un point C de son 
plan, une tangente à ce cercle, et l'on fait tourner, à la fois, autour du diamètre 
qui passe par le point G , la tangente et la demi-circoDférence. On demande de 
déterminer le poio t C , de telle sorte que la surface conique ^ et la zone , de même 
base, qu'elle enveloppe, soient dans un rapport donné p. 

Si l'on désigne par a? la distance du point C au centre , et par y la distance du 
centre à la base commune, on trouve : 

1- x=(2p-l)R, î/=2^î 

2» a:=R, y = R. 

Discuter ces solutions. . 
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CHAPITRE Y. 

QUELQUES QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM. 

522. DÉFINITIONS. On dit qu'une quantité x est variable indé- 
pendanu^ lorsqu'on peut lui donner arbitrairement des valeurs 
quelconques. Une expression algébrique y est dite fonction de 
la variable x, lorsqu'elle en dépend de telle sorte, que, pour 
chaque valeur de x^ elle prend une valeur unique et déter- 
minée. 

525. Variations, MAxnfUM et minimum d'une fonction. Lors- 
qu'on fait croître la valeur attribuée à x, par degrés insensibles, 
la valeur de la fonction varie : mais elle peut être tantôt crois- 
sante et tantôt décroissante. Lorsque la fonction cesse de croître 
pour commencer à décrottr*, on dit qu'elle passe par un maxi- 
mum; lorsqu'elle cesse de décroître pour commencer à croître, 
on dit qu'elle passe par un minimum. 

Nous n'avons pas à exposer ici les méthodes générales qu'on 
emploie pour déterminer les maximums et les minimums des 
fonctions ; ces méthodes trouveront leur place dans la seconde 
partie. Notre but est seulement de montrer, comment la discus- 
sion de certains problèmes du second degré fait connaître des 
limites que les fonctions ne peuvent pas franchir. Lorsqu'on 
cherche, en effet, à rendre une fonction égale à une quantité 
donnée, le problème n'est ordinairement possible que sous cer- 
taines conditions. Il faut, dans la plupart des cas, que la quan- 
tité donnée soit comprise entre certaines limites que la discus- 
sion détermine, et qui indiquent la plus grande et la plus petite 
valeur que puisse prendre la fonction. Nous avons déjà ren- 
contré quelques-uns de ces problèmes dans le chapitre précé- 
dent (514, 516, 518). Nous en donnerons ici quelques autres 
exemples. 
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S I. Maximum ou minimum d'une fonction d'une seule variable 
indépendante. 

524. Problèbie I. Partager un nombre donné 2a m deux par- 
ties dont le produit soit maximum. 

Chacune des parties étant plus petite que 2 a, le produit ne 
peut pas atteindre le carré de 2a; il a donc un maximum. 

Désignons par x Tune des parties ; l'autre sera (2 a — x), et le 
produit sera a? (2a — a?). Cherchons à rendre ce produit égal à 
une quantité donnée m, en posant : 

a?(2a — 0?) =m, 

ou[l] a^ — 2aa?+m=:0. 

Il faudra, pour cela, que Ton prenne : 



[2] x=a±:^a^ — m. 

Or, pour que le problème soit possible, il faudra que les va- 
leurs de X soient réelles, c*est-à-dire que m ne soit pas supé- 
rieur à a*. Si donc on peut prendre a' pour valeur de m, ce sera 
le maximum du produit. Or, si Ton suppose m =s a', la for- 
mule [2] donne, a?=a ; et, par suite, 2a— a? = a. Ces solutions 
sont acceptables; donc, pour partager un nombre en deux parties 
dont le produit soit maximum f il faut le partager en deux parties 
égales. 

Il n'y a pas de minimum ; car on peut donner à m une valeur 
quelconque plus petite que a' ; on trouvera toujours une so- 
lution. 

On peut, d'ailleurs, démontrer directement ce théorème. Car 
représentons Tune des parties par (a -f- ar) , l'autre sera (a — z), 
et leur produit (»+âf)(a— z), ou (a'— z'), toujours inférieur 
à a\ sera d'autant plus grand que z* sera plus petit. Le maxi- 
mum correspondra donc au minimum de z\ c'est-à-dire au cas 
où l'on aura z=0, c'est-à-dire où les deux parties sei'ont 
égales à a. 

On voit d'ailleurs aisément que le produit est nul, quand le 
premier facteur est nul ; qu'il augmente avec ce facteur jus- 
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qu'au maximum, et qu*il diminue ensuite et redevient nul, 
quand ce factrar devient égal à 2a. 

325. Remarque. Ce problème fournit la solution des questions 
suivâBles: 

P Parmi tous les rectangles de même périmètre 2p, quel est celui 
dont la mrfme ut maxinmm ? 

La somme de la base et de la hauteur est constante et égale 
h p; donc Taire, qui se mesure par leur produit, sera maxi- 
mum , lorsque les deux longueurs seront égales. Le rectangle 

maximum est donc le carré dont le côté est -p. 

2<» Parmi tous les triangles de même périmètre 2 p et de même 
même base a, quel est celui dont la surface est maximum? 

L'aire du triangle, dont les trois côtés sont a, 6^ :c, est : 



elle atteint son maximum en même temps que S*. Or les fac- 
teurs p et (p — a) étant constants, on peut les supprimef, et se 
borner à déterminer le maximum du produit (p — ^) (p — c)\ 
car ce dernier produit augmente et diminue avec le premier. 
Or la somme des denx fecteurs (p— fe) crt (p— c) est constante 
et égale à a\ donc îe -produit sera maximum, si les deux fac- 
teurs sont égaux, on si 6 = c, c'est-îi-dire si le triangle est 
isocèle. 

526. Problème II. Décomposer un nombre p* m dmx facteurs 
positifs dont la sornme soit minimum. 

Je dis que la somme^^ra miniimm, quand les deuxtiMid^s 
seront égaux à p. Car 4m vieat de dèmontœr que, si la somm e 
de 4eux nombres «st égaie «à 2p^ leur prodôk die peut sur- 
passer ^9**, x'^st^dire le carré de la demi-«omme. Donc, si celle 
somme est moindre que 2.p, le iproduit ne peut f)a8iai(lemdr e |^. 
Par conséquent, pour que le produit soit égal à p% il faat fae 
la fiOBune soit au mtÂos égale & 2 j». D»bc 2p est le jaimmiim de 
ia joauQe4e 4eux^notth»es diud le protoit »e6t p^^ iDe là^œ ihk^- 
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rême : Pour dicomposer m n(mtère m dmx facteun d^ 
soit mimmum^ il faut k décomposer en deua fadeurs égaux. 

On peut appliquer à la résolution de ce problème la méthode 
du n* 524. Désignons, en effet, l'un des facteurs par a?; l'autre 

sera ^, et leur flomme sera (^+^)* CherthouB À rendre celte 

somme é^ale à une quantité donnée m, en posant : 

ou[l] ir«— fîM?+p* = 0, 

Il faudra^ pour cala, fpie l'on {yreane : 



[2] ^^m±v/m'-4p»^ 



Or, pour que le problème soit possible, il faudra que les valeurs 
de.a? soient réelles, c'est-à-dire que m' soit au moins égal à 4|)*. 
Si donc on peut prendre m' = 4p% on m=2p (car il s'agit de 
nombres positifs) , 2p sera le minimum de la somme. Or, si 

l'on pose m= 2p, la formule [2] donne a?= ^, oux=p. Cette 

solution est acceptable, et conduit au théorème énoncé plus 
haut. 

n n'y a pas de maximum : car, quelque grande que soit la 
valeur attribuée à m , dès qu'elle surpasse 2p, le problème est 
toujours possible. 

Ainsi la somme des deux facteurs, d'ahord très-grande quand 
X est très-petit, diminue quand x augmente, jusqu'au mini- 
mum 2p; puis elle augmente indéfiniment, quand x croit indé- 
fifliaimt. 

8S7. Reicahque. Ce problème Irarait la solution de la ques- 
tion suivante : 

Parmi tous les rectangles de même surface s*, quel est celui dont 
k périmètre est mknimmal On trouvera aiséaaeiil que c'est le 
carré dont le c6té est s. 
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388. Prcalème III. Inscrire dans un triangle^ dont la base est h 
et la hauteur h, un rectangle dont la surface soU maximum. 

Pour inscrire un rectangle dans un triangle» on mène une 
parallèle quelconque à la base, et par les points où elle coupe 
les deux autres côtés, on abaisse des perpendiculaires sur la 
base. Or on comprend que, si la parallèle est menée dans le 
voisinage du sommet, la surface du rectangle est très-petite; 
que cette airç augmente jusqu'à une certaine limite, à mesure 
que la parallèle s'éloigne du sonunet; mais qu'elle diminue en- 
suite jusqu'à zéro, lorsque la parallèle se rapproche indéfini- 
ment de la base. La surface a donc un maximum. 

Désignons par x la hauteur et par y la base du rectangle (pa- 
rallèles respectivement à la hauteur et à la base du triangle) ; et 
cherchons à rendre la surface égale à une quantité donnée m, 
en posant : 

[1] xy = m. 

La géométrie fournit aisément, entre les deux variables xeiy, 
la relation, 
rsi y_h—x 

qui permet d'éliminer y de l'équation [1]. On a ainsi : 

[3] _L__^=m. 

Au lieu de résoudre cette équation, et de discuter les condi- 
tions que doit remplir m, pour que x soit réel, on peut remar- 
quer que le maximum de l'expression [3] a lieu en même temps 
que celui du produit x{h—x), qui n'en diffère que par le fac- 
teur constant t. Or les deux facteurs a? et (h—x) ont une somme 

constante h : donc, s'il est possible de les rendre égaux, on ob- 
tiendra ainsi le maximum cherché. Or, pour rendre ces facteurs 

égaux, il faut poser, x=-; et, par suite, y =r. Ces valeurs sont 

acceptables. Donc, 'gmr inscrire dans h triangle un rectangle 
maximum^ il faut mener la parallèle à la base par le milieu de la 
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hauteur. D'ailleurs la surface de ce rectangle est : rpy = -^ . Elle est 

la moitié de celle du triangle 

529. Problème IV. Circonscrire à une splière donnée^ de rayon 
R, un cône dont le volume soit minimum. 

Pour circonscrire un cône quelconcpie à une sphère, on con- 
sidère un grand cercle ; on trace un de ses diamètres, puis la 
tangente à l'une des extrémités de ce diamètre, et une tangente 
quelconque que l'on prolonge jusqu'à la première d'une part, 
et jusqu'au diamètre, de l'autre. Puis on fait tourner autour du 
diamètre la demi-circonférence et le triangle formé par ces 
trois droites ; ce triangle engendre le cône. 

Or on voit aisément que, lorsque la tangente mobile est à peu 
près parallèle à l'axe, le volume du cône, dont la hauteur est 
très-grande, est lui-même extrêmement grand ; qu'à mesure 
que la tangente s'incline, le volume diminue jusqu'à une cer- 
taine limite; et qu'il croît ensuite indéfiniment, lorsque la tan- 
gente mobile tend à devenir parallèle à la tangente fixe, parce 
qu'alors la base croit indéfiniment. Le volume a donc un mini- 
mum. 

Pour le déterminer, désignons par x la hauteur du cône, et 
par y le rayon de sa base; et cherchons à rendre son volume 
égal à une quantité donnée m, en posant : 

[1] ^*x=m. 

La géométrie fournit aisément, entre les variables a? et y la re- 
lation, 

y__ X 

R y/x{x—2Ry 

OU [2] y» 



X—2K' 
qui permet d'éliminer y de l'équation [1]. On a ainsi : 
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On pourrait résoudre cette équation, et discuter les conditions 
de possibilitë du problème : on en déduirait le minimum de m. 

Mais il est plus simple de remarquer, que, le facteur -itR? étant 

constant, on peut le supprimer, et que lé minimum de Texpres- 

sion [3] a lieu en même temps que celui de l'expression— —^. 

Or le minimam de «etle dernière oorre^oad au wiay»^""? de 

1 expression renversée — j|— . 

D'aiU^urs, on a identîqueiiient : 

a?— 2R 






et Ton voit, qu'abstracfion faite du facteur constant rn*, le pro- 



duit 



— f 1 j se coiîipose de deux facteurs dont la somme 

est ooDâtante et égale à 1. 11 sera doncmaxi mum, quand les deux 
facteurs seront égaux à i, c'est-à-dire quand on aura a? = 4R. 
Cette valeur de â? est acceptable : car w peut varier depuis 2R 
jusqu'à l'inânL 

Ainsi le cône minimvm^ circonscrit à une sphèrCy a une hauteur 
double du diamètre de la sphètrt. Son volume, déduit de l'expres- 

sion [3], est égalà-icR'; U est double de celui de la sphère. Sa 

base 7ci/*, tirée de l'équation [2], est égale à 27cR' ; elle est double de 
Vaire d^un grand cercle. Enlfin, sa surface totale itysjoi? + !/' + '^'i 
est égale à 8icR' ; elle est double de la surface de la spfière. 

530. Problème V. Trouver mtre quelles limites peut varier le 
trinôme ax'+bx+c. 

Cherchons d'abord i rendre ce tiinome égal à m, en po- 
sant: 

[1] aci^-\'bX'\'C:=zm, 
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ISn J^80lT«sit G0^ écpiation, on Iresre : 



[2] a?=i 1—^ Z_, 



Poiur gue le proMèEie soit pos&îUe^ il faut que rouait : 

S* — Iwc + ^cm > 0, 

ou 13] 4am> 4ac — ^. 

Mais, pour tirer tte xx^e inégalité la limite que m ne doit pas 
dépasser, il faut distinguer deux cas, 

P Si a e5î posMf, on peut diviser les deux membres 
par 4a<flli); et M inent: 

[4] '«>-l^- 

Ainsi, dans ce cas, le trinôme peut rwevoir toute valeur plus 

4 CLC — • ^ 

grande que — r î U peut même atteindre cette limite ^ qui est sa 

vatmr minimum. 

2^ Si a 65^ négatifs en divisant rin^alité.[3] par 4a, on change 
son sens (211) ; et il vient : 

[5] >»<— 4^- 

Ainsi, dans ce cas, le trinôme peut recevoir toute valeur infé- 

newe a — 7 > U peut mems oMeindrs xette limite , qui est sa va- 

leur maximum. 

Dans les deux cas, la valeur maximum ou minimum de m 
annule le radical: ^, par suôle, la valeur «correspondante' de x 

On peut maîntenanl îEtocIîerlacîlemennes variations du tri- 
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nome. On a vu, en effet (87*), que le trinôme peut toujours 
être mis sous la forme : 

Or, lorsque x passe, par degrés continus, de — a> à + oo, le 
terme (^ + 0") > toujours positif, par de + <», diminue , puis 

s'annule pour ^=—5^» P^s croît jusqu'à +a>: son minimum 
est zéro. La quantité entre crochets, ne diSërant du terme con- 
sidéré que par une quantité constante — r^— > part aussi de 

+ 00, diminue, atteint son minimum — ^^ , quand a?=— — ; 

puis croît indéfiniment avec œ. Et, lorsqu'on la multiplie par a 
pour former le trinôme, le produit subit des variations qui sont 
dans le même sens, si a > 0, et en sens contraire, «i a < 0. 



Donc, si à est positifs le trinôme part de +a>, diminue jusqu^à 

diestné" 
kac — 6* 



IkOLC ■■■■ &' 

v/a certain minimwm — r , puis croîtjusqu^à + 00. 5i a e^^ né- 



gatifj il part de — 00, crùît jusqu'à un certain maximum • , 

puis décroît jusqu'à — 00. 

531. Problème VI. — Trouver entre quelles limites peut varier 
la fraction, 

aa^^bx + c 

a'a^+b'x+c^' 

Cherchons d'abord à rendre cette expression égale à m, et 
posons en conséquence : 

On en déduit : 

(a— a'm)a?+{6— 6'm)a?+(c — c'm)=0; 
d'où: 



2(a— a'm) ' 
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OU; en ordonnant par rapport à m sous le radical : [2] 

^_ --{b—b'm)± V (6''— 4a^cOm«— 2(6y--2a(f ~2caOm+(6«— 4ac) 

2(a— a'm) 

Pour que le problème soit possible, il faut choisir la valeur 
attribuée à m, de manière que la quantité placée sous le radical 
ne soit pas négative, c'est-à-dire que l'on ait : 

[3] (b'*— 4aV)w«— 2 (66' — 2ac'— 2ca')w+{5*— 4ac)^0. 

Distinguons trois cas. 

10 Q,n _ 4^'ç'j gg^ positif. Dans ce cas, si les racines du trinôme^ 
qui forme le premier membre de l'inégalité [3], sont réelles et 
inégales , lé trinôme sera positif (289), c'est-à-dire de même 
signe que son premier terme, pour toutes les valeurs de m plus 
petites que la plus petite ou ))lus grandes que la plus grande : il 
sera négatif pour toutes les valeurs de m comprises entre ces 
racines. On ne pourra donc donner à m que deux séries de va- 
leurs, l'une comprenant tous les nombres depuis — <» jusqu'à 
la plus petite racine qui sera wn maximum^ Fautre comprenant 
tous les nombres depuis la plus grande racine qui sera un mi- 
nimum jusqu'à + 00. 

Si, au contraire, les racines du trinôme sont réelles et égales, 
ou imaginaires, le trinôme conserve (290, 291), pour toute va- 
leur de m, le signe de son premier terme : il est donc toujours 
positif, et m peut recevoir toutes les valeurs sans exception. II 
n'y a^ dans ce cas, ni maximum ni minimum. 

20 (&'«— 4a'(j') est négatif. Dans ce cas, les racines du trinôme 
ne sont jamais imaginaires : car, si elles pouvaient l'être, le tri- 
nome serait négatif pour toute valeur attribuée à m. Par suite 
les valeurs correspondantes de m et de a; ne seraient jamais 
réelles à la fois. Or cette conclusion est inadmissible; car, d'a- 
près la forme de l'équation [1], toute valeur réelle, attribuée à a?, 
fournit pour m une valeur réelle correspondante. Les racines sont 
donc réelles. Mais elles ne peuvent pas être égales: car, si elles 
Tétaient, le trinôme serait négatif pour toute valeur de m, à 
l'exception d'une seule (290), qui l'annulerait : les valeurs 
correspondantes de m et de â; ne seraient donc à la fois réelles 
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que dans un seid eas ; ceoehisk»! égitenent inadbnissihle, d'a- 
près la forme de l'équation [1]» toutes les fois que, comme on 
le suppose ici, la fraction [l] n'est pas indépendante de or. 

Les racines du trinôme sont donc réelles et inégales. Le tri- 
nome sera donc positif, c'est-à-dire de sigiifi contraire à sen 
premier terme, pour toute valeur de m^con^)ri&e entre les ra- 
cines : il sera négatif pour toute autre valeur. On ne pourra 
donc attribuer à m, que des valeurs comprises entre la plus petite 
racine qm sera un ndmmmny. et la plu& grande fui sera nn 
maximum. 

30 ^iff* ^ i^a*(/) est nul. Dans ce cas, la quantité placée sous le 
radical est du premier degré en m : on résout alors Finégalité [3] 
comme il a été dit (21 i). On sait qu'il y a un maximum ou un 
minimum, selon que le coefficient de m est négatif ou positif. 

En résumé, on* voit que, pour que V expression [1] «it tm maorir 
mum et un minimum^ Û faut e^ iè suffit que les racines du trinôme, 
qui forme le premier membre de Vinègalité [3], soient réelles et iné^ 
gales: ces racines sont elles-mêmes le maocimum et le minimum, et 
les valewrs correspondantes de x sont fou/rnies par la formule ^ 

_^(b — b'm) 
^— 2{a—a'm) ^ 

dans laquelle on remplace m par ces racines. 

332. Vamations de l'expression ^^,Tt.f T^/ * Si l'on a à 

ax^'^bx-\'c' 

déterminer les variations que subit une fraction du seeoad 

degré, quand x croit de — od à -{-ix>, on commence par calculer, 

d'après la m^hode précédente, le maximum et le minimum 

dont elle est susceptible, et les valeurs cx^rrespondantes de x. 

Puis on égale successivement à zéro le numérateur et le déno* 

nmiateur de l'expression, pour trouver ks valeurs de x qui la 

rendent nulle ou inûnie. Enân on détermine (247) les valeurs 

particulières de la fraction, correspondantes à â;=it: 00, el à 

07= 0. On &it alors im tableau des videurs de la variable ainsi 

obtraues, en les rangeant par ordre de grandeur, et l'on place 

en regard les valeurs correspondantes de la fonction. Il est 
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facile d'en déduire les varia tioos que l'on cli^tïhe. Prenons un 

exemple. 

Soit la fraction ; y = ]^_^^_^ ■ 

Comme (6'*— 4fl'c') estpotsïtir.on tombe dans le premier cas; en 
égalant la fraction à m, on trouve que les racines du trinôme 
sont : 

m' est un maximum, m'' est un minimum. Les valeurs corres- 
pondantes de X sont : 

a;' = 10 — 6/i, X' = IQ + ^^' 

Les valeurs de x^ qui annulent la fraction, sont les racines de 
l'équation : 

a* — 3a?+2 = 0; 

elles sont 1 et 2. Les valeurs, qui la rendent infinie, sont les 
racines de Téquatiou ; 

a?* — 2a?— S = 0; 

elles sont — 2 et 4, Enfm, pour a? = ± oo , la fraction prend la 
valeur l ; et pour a? ^ , elle est égale à — -- 
On forme donc le tableau suivant : 



2?==— 0È>, — 2, 0, 1, 10 — 6v^, 2, 4, 10-f 6v/2| + «> 
1 ^—2\/2 ^ 3 + 2\/2 , , 

Quand a? croit de — oo k — 2, la fonction , qui est positive , 
puisque ses quatre facteurs sont négatifs, croît depuis +1 jus- 
qu'à-!-^. Elle change alors de signe, car le facteur {x~\-%) 
devient positif; elle passe brusqut^ment de + x> à — œ; puis» 
X continuant à croître depuis — 2 jusqu'à 0, de à 1, et de 1 
jusqu'à 10 — 6v^2> 1* expression croit depuis — oo jusqa*au 
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maximum ^ . A partir de là, quand x augmente jus- 

qu'à 2 , et depuis 2 jusqu'à 4, elle diminue jusqu'à — oo . Puis 
elle passe brusquement de — qo à 4- oo ; car ses quatre facteurs 
sont alors positifs; elle diminue ensuite jusqu'au minimum 

3 -1- 2t/2 

— 2-g — ; et, quand enfin x croît jusqu'à +« , elle augmente 

depuis le minimum jusqu'à + !• 

555. Problème VIT. Detix variables xetj étant liées ensemble 
par une équation du second degré : 

[1] ay*+bxy + ca^']'dy-\'ex+f = 0^ 

trouver les valeurs extrêmes que puisse prendre Vune â^ elles ^ x par 
exemple. 

Si l'on résout l'équation par rapport à y, on aura : 



L j y -^^ . 

ou, en posant : 

6* — 4ao=m, bd — 2ae = n, d^^^kaf=p^ 



rai V = — ^^^^^v^^^*+2/ia?+p 

^ -' ^ 2^ • ■ 

Pour que y soit réel, il faut que x soit choisi de manière que 
Ton ait: 

[4] 7nic*+2na?4-p>0; 

et l'on a vu (293), comment on peut, dans les différents cas, 
déduire de l'inégalité [4] les limites entre lesquelles la valeur 
de X doit être ou ne pas être comprise. 

534. RÈGLE GÉNÉRALE. Lcs cxcmplcs, que nous venons de 
résoudre, suffisent pour montrer comment on procède, en 
algèbre élémentaire, à la recherche des maximums et des 
minimums de certaines fonctions du second degré, qui ne dé- 
pendent que d'une seule variable indépendante. On étudie d'à-- 
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bord, autant que possible , la marche de la fonction, pour recon- 
naitre Vexisterwe du maximum ou du minimum. On choisit ensuite 
certaines variables fournies par la question, et Von exprime la fonc- 
tion au moyen de ces variables. Puis on égale l'expression à m, et 
Ton écrit les équations, que fournit Vénoyicé, entre les diverses va- 
riables. Ces équations permettent de déterminer la variable indépen- 
dante en fonction de m; et la discussion des conditions de possibilité 
du problème fait connaître les limites qui fournissent, sHl y a lieu, 
le maximum et le minimum de l'expression. 

33S. Remarque. Cette méthode est, il faut l'avouer, fort res- 
treinte; car elle ne s'applique qu'aux fonctions du second degré. 
D'un autre côté, elle ne semble pas naturelle; car, au lieu de 
conduire à la découverte du maximum et du minimum d'une 
fonction par des raisonnements basés sur la définition générale 
(323), elle donne, en quelque sorte, accidentellement les résul- 
tats, puisqu'elle les déduit des conditions de possibilité d'un 
problème, qui n'est pas le problème proposé. 

Dès lors, il n'est peut-être pas sans intérêt de montrer, que les 
résultats qu'elle fournit satisfont à la définition générale. Repre- 
nons, dans ce but, le problème VI (331); et considérons, pour 
fixer les idées, le cas où (6'*— 4aV) est positif. On sait qu'a- 
lors, si les racines du trinôme du second degré en m sont 
réelles et inégales, la fraction ne peut recevoir aucune valeur 
comprise «ntre elles : la plus petite m' est un maximum, et la 
plus grande m" est un minimum de la fraction. Désignons d'ail- 
leurs par xf et par af' les valeurs correspondantes de x. 

Ce qui caractérise, d'après la définition, le maximum M d'une 
fonction, c'est que, si l'on appelle a la valeur de x qui corres- 
pond à ce maximum, la substitution de (a — h) et de (a + A) à a? 
fournit des valeurs de la fonction inférieures à M, pourvu que h 
soit suffisamment petit. De plus, ces valeurs diffèrent de M, 
à cause de la continuité, de quantités aussi petites que l'on veut. 
Or x' et m' remplissent ces conditions. En effet, d'abord, quand x 
varie par degrés insensibles, la fraction m varie aussi d'une 
manière continue. De plus, pour a? = a?', m prend la valeur m'. 
Enfin, quand on pose : x=x^ — h,eix=x^+h,h étant suffi- 
samment petit, les valeurs de m ne peuvent être qu'inférieures 
à m' ; car elles doivent en différer très-peu , et elles ne pour- 
Alg. él. B. .23 
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raient lui être supérieures sans être au moins égales à m'', 
puisque m ne peut recevoir aucune valeur comprise enk-e 
m' et m!\ 

On montrerait, par des raisonnements analogues, que a/' 
et m'' satisfont aux conditions imposées par la définition au 
minimum d'une fonction ; et que, dans les autres cas où la frac- 
tion du second degré est susceptible d*un maximum et d'un 
minimum, la méthode élémentaire fournit des résultats qui 
vérifient aussi la définition générale. 

§ n. Maximum oa minimum de quelques fonctions d'un degré 
supérieur au second. 

536. Problèbie VIII. Partager un nombre donné a en n parties 
dont le produit soit le plus grand possible. 

Chacune des parties étant moindre qu e a, leur produit ne peut 
pas atteindre a* : il est donc susceptible d'un maximum. Décom- 
posons le nombre a en n parties positives quelconques, a?t y> 
Zy ....u,t, de telle sorte que 

[1] â?-fy+z+.... -f.u4-ï = »- 

Leur produit est : 

[2] xyz ....ut. 

Or, supposons que deux facteurs a? et y ne soient pas égaux, et 
remplaçons-les, l'un et l'autre, dans le produit , par leur demi- 

X I 17 

somme T^ , nous aurons le nouveau produit : 

Comme la somme des deux premiers facteurs n'a pas été alté- 
rée, ce produit satisfait encore à la condition [1]. Mais, comme 
ces facteurs sont devenus égaux, on a (324) : 

^y^ 2 "^^^ 
et, par suite, 

[3] xyz.... ut < -^ . —^ .z....ut. 
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Le produit [2] n'est donc pas maximum. Ainsi, mi produit de 
facteurs positifs, variables arbitrairement, mais dont la somme 
est constante, ne peut pas être maximum, quand ces facteurs ne 
sont pas égaux. Comme le maximum existe, on doit en con- 
clure que le produit est maximum , quand tous les facteurs sont 
égaux, 

537, Rémarques, Nous supposons, dans le raisomicmcnt pré- 
cédent, que tous les facLears soient positifs. S'il n'en était pas 
ainsi, le produit n'aurait pas de maximum; car la somme des 
facteurs restant la même, leur valeur absolue pourrait augmen- 
ter Indéfinimeiït; et, si le nombre des facteurs négatils était 
pair, le produit serait positif et aussi grand qu'on le voudrait. 

Noire raisonnement suppose, en outi'e,essenliellemenl, quil 
est possible de rendre tous les facteurs égaux entre eux- C'est 
là une condition que l'on doit toujours Yérifler, lorsqu'on veut 
appliquer le théorème. 

350. Problème IX. Pariagn un nombre a en dcitx parties 
X, Yj tdks que h produit x^y^ soit maximum ; p e^ q étaHl des 
nombres mUiers dannés. 

Le maximum cherché correspond aux mêmes valem'3 de w 
et de y, que celui du produit 



iÏÏiÏÏ-' 



car celte expression n'est autre que le quotient de la division 
de la première par un nombre constant p^q^. Or ce nouveau 
produit peut ùire considéré comme composé de ip-\-q) fac- 
teurs, 



XXX X y y y y 



dont ia somme, 



p^-{-q^f ou x + y^ 



p r 

est constante et égale à a. Si donc il est possible de rendre tous 
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CCS facteurs égaux , cette condition fournira (536) le maximum 
du produit. Or il suffit, pour cela, de poser : 

p q' 

si cette condition est admissible, elle conduit à ce théorème : 
Pour partager un nombre a en deux parties x et j telles que x^yi 
soit maximum y il faut partager a en parties proportionnelles aux 
exposants p et q. 

On prouverait de même , que , pour partager a en n parties 
rp, y, jy, . . . . w, t, telles que le produit xTyh'^ .... uH'^ soit maxi- 
mum, il faut satisfaire aux conditions , 

539. Problème X. Décomposer u/n nombre p en n facteurs posi- 
tifs^ dont la somme soit la plus petite possible. 

Je dis que la somme sera minimum, quand tous les nombres^ 
seront égaux à \/p'j car on vient de démontrer (336) que, si la 
somme de n nombres est égale à n (/^ , leur produit ne peut sur- 
passer is/pT ou p, c'est-à-dire la puissance n"' de la n"« 
partie de la somme. Donc, si cette somme est moindre que 
n vp, le produit ne pourra pas atteindre p. Par conséquent, 
pour que le produit puisse être égal à p, il faut que^^la somme 

soit au moins égale an \/p' Donc n yp est le minimum de la 
vsomme; et, dans ce cas, toutes les parties sont égales à \fp* 

"240. Problème XI. On donne le produit xpj'i = P. Trouver le 
minimum de la somme x +y. 

X u 

Je dis que ce minimum correspondra au cas où - = - • 

En effet, désignons par a et p deux nombres satisfaisant aux 
deux conditions : 

a'B'=:P, - = ^. 

^ ' P q 

On vient de démontrer (558) que, parmi tous les nombres 
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a? et y qui ont pour somme (a + P) , les nombres a et p sont ceux 
qui donnent au produit afif* sa plus grande valeur. Si donc 
deux nombres a? et y ont une somme moindre que (« + P) , le 
produit a?V sera, à fortiori^ moindre que aPp«, c'est-à-dire 
que P. Par suite, pour que le produit rcV soit égal à P, il faut 
que (0? + y) soit au moins égal à (a+ p) , qui est, par conséquent, 
sa valeur minimum. 

341. Remarque. Les trois problèmes (526), (339), (340), sont, 
en quelque sorte, réciproques de ceux que nous avons résolus 
n*" 324, 336, 338. Cette réciprocité , entre certains problèmes 
de maximum et de minimum, peut être formulée, comme il 
suit, d'une manière générale. 

Si wne quantité Y étant donnée^ une autre quantité X est maxi- 
mwm dans certaines circonstances : X étant donnée à son tour^ 
Y sera minimum dans les mêmes circonstances ^ pourvu que le 
maximum de X diminue^ quand la valeur donnée de Y diminue 
elle-même. , 

En effet, désignons par B la valeur donnée de Y, et par A la 
plus grande valeur de X qui puisse se concilier avec B. Si Ton 
donne à Y une valeur b moindre que B, la valeur maximum 
correspondante de X sera, par hypothèse, moindre que A. 
Donc, pour que la valeur de X puisse être égale à A, il faut que 
celle de Y soit au moins égale à B. Par suite, B est la moindre 
valeur de Y, qui puisse correspondre à la valeur X = A , c'est- 
à-dire la valeur minimum de Y correspondant à la valeur A 
deX. 

Exemple. On démontre en géométrie, que la circonférence de 
cercle est la courbe qui, sous une longueur donnée, renferme 
la plus grande surface. II en résulte qu'elle est la courbe qui , 
avec une aire donnée, a le plus petit périmètre. 

342. Problème XII. Inscrire ^ dans une sphère de rayon donné 
R, un cylindre dont le volume soit maximum. 

Lorsque le rayon de base du cylindre est très-petit, le volume 
a une très-petite valeur. Cette valeur augmente, à mesure que le 
rayon croît. Mais cet accroissement a une limite ; car, lorsque 
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le rayon devient à peu près égal à R, la haatenr devient très- 
petite, et par suite le volume est presque nul. 

Désignons par x le rayon de base, et par 2 y la hauteur d'un 
des cylindres inscrits; son volume Y aura pour expression 
i-Kx^y. D'ailleurs la géométrie donne, entre a; et y , la relation : 

[1] x' + y^ = R\ 

On en conclut, en éliminant x, 

[2] V = 27ry(R«-y«). 

Or le maximum de cette expression correspond à la même va- 
leur de y, que celui de y(R'— y*). Mais ce produit n*est pas du 
second degré; et il n'est pas possible d'appliquer la méthode 
ordinaire (554) à la recherche de son maximum. 

On ne peut pas non plus décomposer l'expression en fac- 
teurs, et l'écrire : y(R + y) (R — y), ou, en la doublant, 
y(RH-y)(2R — 2 y); car, bien que les trois facteurs aient alors 
une somme constante et égale à 3R, il n'est pas possible de les 
rendre égaux entre eux. Mais, si l'on élève le produit au carré , 
ce qui donne y'(R*— y*/» on remarque que l'on peut considérer 
y* comme la variable, et que la somme des deux facteurs y* 
et (R* — y') est constante et égale à R*. Par suite, en vertu du 
théorème (538) , si l'on peut choisir pour y une valeur satisfai- 
sant à la proportion : 

y«_R*-y» 



[3] 



1 



cette valeur correspondra au maximum cherché. Or de l'équa- 
tion [3], on tire : 

^ 2R« 
et, par suite, ar= — . 

Ces valeurs de a; et de y sont admissibles; car elles sont réelles 
et inférieures au rayon R. Le volume maximum du cyUndre a 

donc pour valeur : V = -^ 
3v/3- 
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545. Problème XIII. II y a quelquefois avantage à ramener 
la recherche du minimum d'une fonction à la recherche du 
maximum de la fonction inverse. 

Exemple. Circmiscrire à um sphèrey de rayon II, un câm dont 
la base repose sur un plan diamétral ^ U dont le volume soU 
minimum. 

Désignons par x et par y le rayon de base et la hauteur d'un 

des cônes circonscrits. Son volume V est égal à ^-nsfy* D*ail- 

leurs la géométrie donne aisément la relation . 



m ^= 



__RV 



Î/-R»' 



L'expression du volume est donc: 

Comme le facteur -itR* est constant, il suffit de déterminer le • 

ô 

minimum de la fraction t_^Ttt * Or ce dernier correspond évi- 

demment au maiimum de Id" fraction renversée ^— -ji — , ou à 

If 

hA RM* 

celui de son carré - - .- — ^, Et, comme on a identiquement: 

{}f—vy _ 1 A/*— R^ ^_ 1 / R*\^_ 1 R"/._R*\' 

i 

on voit que, abstraction faite du facteur constant ôji ^^ somme 

des deux facteurs -^ et ( l ^1 est constante ; si t)onc on peut 

choisir pour y la valeur fournie par la relation (^8) : 



™ p=i(-P). 
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cette valeur correspondra au maximum de ^—^ — , c'est-à-dire 

au minimum de — — 



Or on tire de l'équation [3], ^•=3R* : et, par suite, l'équation 

3R' 
[1] donne :a;*= -r-. Ces valeurs de x et de y, étant plus grandes 

que R, sont admissibles ; et, par conséquent^ le volume minimum 
du cône circonscrit a pour valeur : 



_ itR^s/ï 



V= 



344. Extension de la méthode fournie par le théorème 
(336). Pour rendre maximum un produit de facteurs variables, 
on cherche à rendre constante la somme de ces facteurs, puis à 
les égaler entre eux. On peut, si cela est nécessaire, multiplier 
d'abord ces facteurs par certains nombres constants, convena^ 
blement choisis; car cette multiplication n'altère pas les condi* 
tions du maximum. Mais il n'est pas toujours facile de décou- 
vrir, a priori , les nombres que l'on doit employer. On désigne 
alors ces nombres par des lettres; et, les considérant comme 
des inconnues, on cherche à les déterminer, de manière à satis- 
faire aux deux conditions du maximum (356). En voici un 
exemple. 

348. Problème XIV. On donne, dans un trapèze isocèle, la pC" 
tite hase a, et la longueur commune c des deux côtés non parallèles. 
On demande le maximum de Vaire du trapèze. 

Désignons par a? la demi-différence des deux bases du trapèze ; 
la grande base sera (a + 2a?) ; la hauteur sera v/c'— a?'; par suite, 
l'aire du trapèze aura pour expression : 



S=(a+a?)v^c« — a?*; 

et le maximum de cette aire aura lieu pour la même valeur de x 
que le maximum du carré, 

S*=:(a + aî)«(c»~a;»), 
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expression que l'on peut écrire : 

[1] S''={a+x){a + x){c+x){c — x). 

II serait facile de rendre constante la somme des quatre facteurs ; 
il suffirait de multiplier le dernier par 3 : mais on ne pourrait 
pas rendre ensuite ces facteurs égaux. Multiplions donc tous les 
facteurs distincts^ à Texception d'un, par des nombres indéter- 
minés a, p ; et écrivons : 

apS'=(a+a;) {a-\-x) (ac+otaî)(p(?— po?). 

Nous pourrons exiger d'abord, que la somme des facteurs soit 
constante, en égalant à zéro le coefficient de x; ce qui don- 
nera : 

[2] 2 + a-p=0. 

Puis nous pourrons égaler les divers facteurs; ce qui donnera : 

[3] a + a; = ac + aa?, 

[4] a + a: = pc — pa?. 

Ces trois équations [2], [3], [4], suffiront pour déterminer les 
coefficients a et p, et la valeur cherchée de x. Mais il n'est pas 
nécessaire de connaître a et p ; il suffit de les éliminer, à l'aide 
des trois équations, pour obtenir x. On a ainsi, d'après les 
équations [3] et [4] : 

c+a?'*^ c — a?' 

et, substituant ces valeurs dans l'équation [2], on a : 

aA-x a4-a? 
* c + a? c — a? 

ou, en simplifiant : 

[51 2a;»+aa? — c» = 0. 
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La racine positive, qui seule conrieut ici^ est 



[6] œ= ^^ ^ • 

C'est la valeur de x, qui correspond au maximum. 
On peut remarquer que l'équation [5], mise sous la forme, 

a?(2a + ^) = c% 

prouve que le côté c est moyenne proportionnelle entre x et la 
grande base; et que, par conséquent, la grande base est l'hypo- 
ténuse d'un triangle rectangle, qui aurait pour côtés de l'angle 
droit le côté c et la diagonale du trapèze. • 

Sil'ona : c=a,on en conclut :a?=-; et la grande base est égale 

à 2a. Le trapèze maximum devient un demi-hexagone régulier. 



$ III. Maximum ou minimum de quelques fonctions de plusieurs 
variables. 

546. Problème XV. Trouver entre quelles limites peut varier le 
polyfunm : 

[1] Ai/*+Ba?î/+Ca?'+Dy+Ea?+P, 

lorsque les variables xetj prennent toutes les valeurs possibles. 

Cherchons à rendre ce polynôme égal à une quantité donnée 
m, en posant : 

Ay* + Ba?y-f (ic« + Dy-f Ea?+F=m. 

Si l'on considère y comme inconnue, on tire de cette équation : 

rji _ — (Ba?+D)± V(B^ - 4AC)a;> + 2(BD~2AE)a;+(I>'"-4AF)+ 4Am 
^ ^ 2A 

Or, pour qu'une valeur, assignée à m, soit compatible avec des 
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valeurs réelles de x et de y, il faut que, pour cette valeur de m, 
on puisse avoir, en choisissant x conv^aMem^it : 

[3] (B*— 4AC) x^ + 2 (BD— 2AE) x + D*— 4AP+ 4Am> 0. 

Distinguons trois cas : 

r (B*— 4AC) est positif. Dans ce cas , quel que soit m, l'iné- 
galité [3] est toujours possible; car on peut toujours choisir 
pour X une infinité de valeurs telles, que le trinôme, qui forme 
le premier membre de l'inégalité, prenne le signe de son pre- 
mier terme (292). 

20 (B«— 4ÂC) est négatif. Dans ce cas, l'inégalité [3] est possi- 
ble , si les racines du trinôme sont réelles ; car en donnant à x " 
des valeurs comprises entre ces racines, on rendra le trinôme 
de signe contraire à son premier terme. Mais elle n'est possible 
qu'à cette condition : car, si les racines étaient imaginaires, le 
trinôme conserverait, pour toute valeur attribuée à a; , le signe 
de son premier terme; il serait constamment négatif (291). Ainsi 
on doit, dans ce cas, choisir m de telle manière que les racines 
du trinôme soient réelles. Or, cette condition est exprimée (266) 
pïir l'inégalité 

[4] (BD -2AE)^ — (B^— 4AC) (D«— 4AP+4Am) >0. 

jComme cette inégalité est du premier degré en m , on en dé- 
duira (211) la limite de cette quantité : il y aura, par suite, un 
maximum ou un minimum, si cette limite est admissible. 

Or, cette valeur limite de m annule le premier membre de 
l'inégalité [4] ; elle rend donc égales les racines du trinôme [3]. 
Ce trinôme peut, en conséquence, s'écrire : (B^ — 4AC) (a?— a/)*, 
en désignant par x* la valeur de la racine double. Il en résulte 
que la valeur [2] de y devient, dans cette hypothèse, 



_— (Ba? + D)db:(a?— a?')v/B^— 4AC. 
^ 2A "' 



et, comme (B*—4AC) est négatif, y n'est réelle que pour x=ccf. 

y Google 
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Il faut donc donner à x celte valeur ; ce qui exige que y reçoive 
la valeur correspondante 



yr=' 



2A 



Ces valeurs de a? et de y sont admissibles : ce sont donc celles 
qui fournissent le maximum ou le minimum de m. 

30 (B^— 4AC) = 0. Dans ce cas, Tinégalité [3] est du premier 
degré en x : quelle que soit la valeur attribuée à m, il est tou- 
jours possible de vérifier celte inégalité, en choisissant x conve- 
nablement, n n'y a, par suite, ni maximum ni minimum. 

Si , cependant , (BD — 2AE) était nul en même temps que 
(B*— 4AC), rinégalité [3] se réduirait à 

D* — 4AP-|-4Am>0; 
et Ton en déduirait une limite de m, savoir : 

^4AP — D^ ^4AF — D^ 

m>— jj^— , oum<— ^^5— , 

selon que A serait positif ou négatif. Le polynôme aurait donc 
un minimum dans le premier cas, un maximum dans le second. 

On étendrait aisément cette théorie au cas de plus de deux 
variables indépendantes. 

Appliquons-la à l'exemple suivant : 

547. Problème XVL Trouver le minimum de Vexpression 
x^ +y^ +2*, sachant que x, y, z, sont liés par la relation^ 

[1] aX'-{'by'{-cz^=^d. 

Posons : o?^ -}- y» -)- 5* = m. 

Nous pouvons éliminer une des variables, z, par exemple. Car 
on tire de Téquation [1], 

d — ax — by, 

z , 



Digitized by 



Google 



DES ËQUATIONS DU SECOND DEGRË. 365 

et par suite, a?*+î/^+ ( -\ =m, 

ou [2] (a^ + c^) a? + 2ahxy + (6^ + c^) y» — 2arfa? 
— 26(^2/ + d^ — c^m=0. 

En résolvant réqualion [2] par rapport à y, on trouve, après 
quelques réductions : 

[3] y= ^ gq:^5 

Gomme le coefficient de x^^ dans le trinôme placé sous le radi- 
cal, est négatif, il faut choisir la valeur de m, de telle sorte que 
les racines de ce trinôme soient réelles ; ce qui exige que Ton 
ait : 

a2(i2 + (a2+62+c^)(— d^ + {6* + c«}m)>0, 

ou _(62 4-c')d'+(a* + 6* + c')(6« + c*)m>0; 

ou, en divisant par (6^ +c^j, et transposant : 

d^ 

Si donc on peut donner à m la valeur 

d^ 



m = 



a* + 6*+c»' 



ce sera le minimum cherché. 

Or, pour cette valeur de m, le trinôme, placé sous le radical, 

devient : 

Par suite, la yaleur [3] de y s'écrit : 

h {d-ax) ± c (a? - ^,^y ^^ ) \/-{a' + b*+ C) 

y= W+? 
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Elle n'est réelle que si l'on pose : 

ad . 

et elle devient alors : 

_ hd 
y — a« + 6«+c«' 

Par suite : z = 



Ces valeurs sont admissibles ; et, par conséquent, ce sont celles 
qui rendent minimum a;* -|- y* + 2'. 

KÉSUMÉ. 

522. Définition des mots : Tariable indépendante, fonction. — 525. Défi- 
nition du maximam et du minimum d'une fonction. — 524. Maximum 
du produit de deux nombres dont la somme est donnée. — 525. Pro- 
blèmes dont le théorème précédent fournit la solution. — 526. Mini- 
mum de la somme de deux nombres dont le produit est donné. — 
527. Problème dont ce théorème fournit la solution. — 528, 529. Ré- 
solution de deux problèmes de maximum et de minimum, tirés de la 
géométrie. — 550. Variations et limites du trinôme aa^-^hx-^-c. — 

551. Limites entre lesquelles peut varier la fraction -;-——--— -IIL,. — 

552. Variations de cette fraction : exemple. — 555. Valeurs limites de 
Tune des variables dans Téqnation du second degré à deux variables. 

— 554. Règle générale pour trouver les maximum et les minimum des 

fonctions du second degré. — 55l>. Les résultats que fournit cette 

règle satisfont à la définition générale. — 556. Maximum du produit de 

n facteurs posiiife dont la somme est constante. — 557. Si les nombres 

n'étaient pas assujettis à être positifs, leur produit pourrait croître sans 

os t/ 
limites. — 558. x-^y étant donné, cc^yi est maximum, quand -= -• 

— 559. Minimum de la somme de n nombres positifs dont le produit est 
donné. — 540. x^ifi étant donné, le minimum de x+y a lieu, quand 

ï=^. — 541. Remarque sur un certain genre de réciprocité entre 

des questions de maximam et de minimum. — 542, 545. Application 
des principes précédents à des p«)blème9 tirés de la géométrie. — 
544. Extension de la méthode. — d45. Application au maximum de 



Digitized by 



Google 



DES ËQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 307 

Taire d'un trapèze isocèle, dont on donne la petite base, et les côtés non 
parallèles. — 546. Limites entre lesquelles peut varier le polynôme du 
second degré à deux variables. — 547. Minimum èe a5*+y*+^i 
quand ax-^by-^-cz^zd. 

EXERCICES. 

I. Parmi tous les carrés que Ton peut inscrire dans un carré donné, de mca- 
nière que chaque côté contienne un sommet , quel est le plus petit? 

On trouve le carré qui a pour sommets les milieux des côtés du carré donné. 

II. Inscrire dans un cercle , de rayon R, le triangle maxinram. 

On voit aisément , que l'on n'a à comparer entre]eux que les triangles isocMes ; 
et, en appliquant le théorème (338), on trouve, comme maximum, le triangle 
équilatéral. 

III. On suppose qu'un triangle isocèle, inscrit dans un cercle, de rayon R, 
tourne autour de sa base : on demande le maximum du volume décrit. 

On trouve, en appliquant le théorème (338), que la hauteur du triangle tour- 
nant doit être égale à -^. Le volume maximum est — « 

IV. Parmi tous les cônes droits de même volume ^Tca^, quel est celui dont 
la surface latérale est minimum ? 

On applique le théorème (340) ; et Fan trouve pour la haulffiir, ^zzz^ij et 
pour le rayon de base, »*= gp. 

Y. Parmi tous les cônes droits de même surface latérale ica', quel est celui 
dont le volume est maximum? 

On applique le théorème (3W); et l'on trouve que le rayon de base af=Tl, 

V3 



et que la hauteur y 



=Wk 



VI. Parmi les para]lélipipèdes rectangles de même surface, quel est celui qui 
a le plus grand volume; et parmi ceux de même volume, quel est celui dont la 
surface est minimum ? 

Le cube : (application des théorèmes 336 et 339). 

VII. Quelle est la zone sphérique, à une base , qui contient le plus grand vo- 
lume parmi celles qui ont même surface Tca^; et quelle est la zone de plus petite 
surface , parmi celles qui contiennent le même volume iza^t 

On applique le théorème (338) ; et l'on trouve que la hauteur et le rayon de 
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base de la zone de yolume maximum, sont, Tun et l'autre , égaux à — :ieseg- 

ment maximum est donc un hémisphère. 
On trouye aussi un hémisphère pour le minimum (341). 

vm. Parmi tous les cylindres de même volume V , quel est celui qui est in- 
scrit dans la plus petite sphère ? 

En s'appuyant sur les formules du n* 342, et sur la remarque (341), on 
trouye que le rayon de la sphère minimum est égal à y "T^* On en con- 

dut , pour le rayon de base du cylindre , ** = i f'^i et , pour la hauteur , 

Y wV2 



^B IX. On donne une feuille de carton carrée ÂBCD dont le côté 
est a, aux quatre coins de laquelle on supprime les carrés égaux 
qui sont ombrés dans la figure ci-jointe. Déterminer le côté de 
ces carrés, par la condition que la boîte, qui aurait pour fond 
mnpq et pour faces latérales les rectangles restants qui ont 
tous même hauteur, ait un yolume maximum. 

On trouye que le côté du carré ombré est -, et le yolume maximum — . 

X. On marque sur une droite des points équidistants, que Ton numérote 1, 
2, 3,... n. Trouver, sur la droite, un point tel, que la somme des carrés de 
ses distances aux points donnés, multipliées par le numéro correspondant, soit 
im minimum. 

Pour résoudre la question, il faut savoir que la somme des n premiers nom- 
bres est égale à ^ J" , la somme de leurs carrés à— ^ ^ , ,et la 

somme de leurs cubes à ■' /^ . En désignant par a la distance de deux 

points consécutifs, et par x la distance du point cherché^au premier point, on 
exprime en x la somme indiquée, on applique la méthode générale (334) , et Ton 

trouve «=3 (n--l)a. 

XI. Même question, en supposant que les points soient numérotés 1, 3,6, 

10,... 2~' 

3 
La même méthode conduit à af = -(fi— l)a. 

XII. Un cylindre circulaire droit est terminé par deux hémisphères ayant 
pour rayon celui de la base du cylindre. La surface totale est donnée et égale 
à 4ica^ On demande le maximum du yolume du corps. 

On désigne par 2x la hauteur du cylindre et par y le rayon de sa base; et Ton 
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applique le théorème <338). Si les deux hémisphères sont extérieurs au cy- 
lindre, on trouve : a;=0, t/=a; lé cylindre se réduit à une sphère. Si les hé- 
misphères sont intérieurs, on trouve : a;=— ,t/ = — . 

XIII. Trouver le maximum de Taire d'un triangle rectangle, sachant que la 
somme de Thypoténuse et de la hauteur correspondante est égale à a. 

On trouve Taire maximum égale à - . L'hypoténuse est -r-, et la hauteur 
est |. Les deux côtég de Tangle droit sont égaux à ^» 

XIV. Parmi tous les triangles rectangles de même périmètre 2p, quel est celui 
dans lequel la somme des deux côtés de Tangle droit^t de la hauteur abaissée 
sur Thypoténuse est maximum? 

On trouve, en appliquant la méthode générale» que le triangle est isocèle, 
que son hypoténuse est égale à 2p{yj2 — 1), sa hauteur àp(V2— 1), et chaque 
côté de Tangle droit à p(2— v^)- 

XV. Inscrire, dans un cercle, de rayonr , un trapèze dont les côtés non paral- 
lèles soient égaux à a, et dont la surface soit maximum. 

On trouve que le trapèze maximum est un rectangle, dont les bases sont égales 
à v^4r»— a». 

XVI. Inscrire, dans une sphère, de rayon R, un cône dont la surface totale 
soit maximum. 

On applique la méthode (344); et Ton trouve que la hauteur du cône est égale 
. R (23-/17) 
* Î6 

XVII. On circonscrit à \me sphère, de rayon R, un tronc de pyramide régu- 
lière, dont les bases sont des octogones réguliers. On demande le minimum du 
volume du tronc, lorsqu'on fait varier Tinclinaison a des faces latérales sur la 
grande base. 

On trouve, pour expression du volume , 

16(v^-l)R» / 4 _i\ 

dans le cas du minimum, «=«» V= 16(v^2— 1)R*. 

XVIII. Une petite surface blanche est posée horizontalement sur tine table , et 
éclairée par une lampe, dont la distance à cette surface, estimée par sa projec- 
tion horizontale , est constante et égale kd. X quelle hauteur x doit se trouver 
la flamme, pour que la surface soit éclairée le plus possible ? 

On sait que Tintensité de la lumière, que reçoit la surface, est proportionnelle 
au sinus de Tinclinaison des rayons , et inversement proportionnelle au carré de 
Alg. él. B. 24 
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la distance qui sépara le point lumineux de la surfece. Si Ton désigne par a 
rindinaison, on frouye, pour le cas du maxinuim, en appliquant la méthode 
(338): 

.tanga = — ; d*où «=— • 
On construira la solution. 

XIX. Trouver la valeur minimum de ^^^ ^ , quimd » viffie de 0» à aO>. 
En posant : tanga=aî, et en remplaçant tangSapar sa valeur en a; ^ on trouve , 

en appliquant la méthode ordinaire (534), un maxinram (17~I2\/2), qui ne 
convient pas, car il correspond à a; = v'2 + 1; puis un minimum (17 + 12v^) 
qui convient , et qui correspond à âp =: v^ ^ 1 , c*eat-à-dire à a = - . 

o 

XX. Deux corps f^ de masses m et m', animés, dans le même sens, de vitesses 
t7 et 1/, viennent à se choquer. Trouver la vitesse commune x qu'ils prendront 
après le choc , d'après la condition que la somme des produits obtaïus en mul- 
tipliant chaque masse par le carré du changement de vitesse soit la moindre 

possible. 

La quantité à rendre minimum est un trinôme du second degré en x\ et, en 
appliquant la règle (330) , on trouve : 

a?= \ — 7-. 

XXI. Si Ton donne a; + y= a, la règle (338) , qui fournit le maximum de «''yv , 
s'étend au cas où p et 9 sont fractionnaires. 

Comme on peut toujours poser : p = ^ , q = ^ , il suffit de remarquer 

qu'alors acfy^=^xp'yi'< 

XXII. Trouver le m 
aaires, et x étant positif . 

En posant a^=y, -^=^1 on trouve (340 et XXI) , | = 3 5 d'où »= i/ï- 

XXIII. Si le produit «"y* est constant et égal àp, le produit aj^t/"' est-il sus- 
ceptible d'un maximum ou d'un minimum, tn, n, m', n' étant donnés, etâ; et y 
étant assujettis à être positifs? 

Il n'y a nj maximum ni minimum , si -7 et -, ne sont pas égaux : et s'ils sont 
égaux, le produit x'^y*' est constant et égal à p»« 

XXIV. Trouver le minimum de a**b'~*, a et b étant deux nombres positifs 
donnés. 

On cherche le minimum du logarithme de cette expression, en appliquant le 

théorème (340); et Ton trouve a?=i/|^i^» 



XXII. Trouver le minimum de a^ 4- — , p et q étant entiers ou fraction- 
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" XXV. On donne l'équation : . 

Arc»+Ay+A'V + 2Bt/jï+2B'flfX+2B''fljy+2C« + 2C'y+2C''jr+D=0; 

on demande de trouver les limites extrêmes des valeurs que peut prendre Tune 
de» trois variables, x par exempl^. 

On suivra une marche analogue à celle du n° 333. 

XXVI. Trouver le minimum de »^+ y^+x^ +«% sachant que Ton a ; 

«^+ 2»y + ^+ <i» = ^* 
Marche analogue à celle du n* 347. 

XXVII. Trouver le maximum de Texpression " il^"" ' 
On trouve (324) : 

a.=±i£L et (^ + a)(a;-&) _ (a4-&)' 
a— &* a;» 4a6 

XXVIII. L'expression a + « + ' __ ^ peut passer par, tous les états de 
grandeur. 

XXIX. Trouver le minimum de — ^t — i — ZI_ . 

a — X .a-j-x 

On trouve x=:0] et le minimum est 2. 

XXX. On donne l'équation : 

A«< 4- ByH Cjï* + 2Djy + 2Ex^;i^ + 2Fy V + Ma;» + Ny» + Pjsf» + Q =0 ; 

on demande entre quelles limites peut varier x^ + y^+z^. 

On pose x'^ + y*-{'Z^=m'y on élimine jr, et on suit une marche analogue à' 
celle du n» 346. 

XXXI. Entre quelles limites peut varier l'expression 

{x+yY-hiy+i^y + in-^^y+^-y + ^+iO, 

lorsque Xj y, Xj prennent toutes les valeurs possibles ? 

On égale l'expression à m; et l'on suit une marche analogue à celle du 
n» 346. 

XXXII. On donne trois équations à deux inconnues : 

axi-hy=d, a'x-{-b'y=df, a^x -{-l/'y =d" ) 

il existe un nombre infini de facteurs X, X', X", tels, qu'en multipliant la pre- 
mière 'équation par X, la seconde par X', et la troisième par X", puis^ en ajoutant 
les résultats, on obtienne une équation de la forme, 

ayrrrdX + dT + dV. 

Trouver les facteurs X, X', X" qui, remplissant cette condition, rendent la 
somme >? + V*+\"^ la plus petite possible. 
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On pose: V+V^ + V^z^m-, 

on a les conditions : oX + a'W + o^X" = 1 , 

et Ton applique la méthode générale (334). ' 

XXXIII. Deux nombres positifs varlaWs a;, y, sont tels, que leur différence 
est un nombre positif a. On demande si Texpression —^ est susceptible d'un 
maximum ou d'un minimum , m et n étant des nombres positifs donnés. 

Si Ton a : x<y,m<n, on trouve (338) un maximum , quand - =? — . 

Si Ton a:«>y, m>n, on trouve un minimum, quand - = — . 

Mais si Ton a : «<i/, m> n; ou a? > t/, m < n, il n'y a ni maximum ni 
minimum. 

XXXIV. La somme x+y étant donnée et égale à 2a, entre quelles limites 
peut varier l'expression as * + y^ ? 

Si a est positif, l'expression est mininum, ^uapd a; et y sont égaux entre eux. 
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LIVRE IV. 

DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHJItES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES PROGRESSIONS. 

§ I. Des progressions par différence. 

348. DÉFINITIONS. Une progression arithmétique ou par diffé- 
rence est une suite de nombres, tels que chacun d'eux surpasse 
celui qui le précède ou en est surpassé d'une quantité constante, 
qu'on appelle la raison de la progression. 

Lorsque les termes vont en augmentant, la progression est 
dite croissante; elle est décroissante, quand ils vont en diminuant. 

Pour indiquer que des nombres font partie d'une progression, 
on les écrit les uns à la suite des autres, en les séparant par un 
point, et en les faisant précéder du signe -f . 

Exemples. Les suites 

^3.7.11.15.19.23.27 , 

-f 48.45.42.39.36.33.30 , 

sont deux progressions par différence, l'une 'croissante, l'autre 
décroissante : les raisons sont respectivement 4 et 3. 

On supprime la distinction que nous venons d'établir entre les 
progressions croissante et décroissante, en convenant que la rai- 
son est Vexcès d'un terme sur le terme précédent. Si la progression 
est décroissante, cet excès est négatif. Par exemple, la seconde 
'^ des deux progressions indiquées a pour raison — 3. 

En général, nous désignerons les termes d'une progression 
par différence par les lettres a, 6, c, i,'k, Z, , la raison 
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positive ou négative par r, et le nombre qui exprime le rang du 
terme l par n. Nous aurons : 

[1] ^a.bx.d i.k.l 

54». Valeur du terme de rang n. D'après la définition, un 
terme, dans une progression croissante/ se forme en ajoutant la 
raison au terme précédent. Le second est donc égal à a+r, le 

troisième à a -|- 2r, le quatrième à a + 3r, le n*^ à 

o-|-(w — 1) ^« Donc un terme de roing quelconque se forme en ajou- 
tant au premier autant de fois la raison qu'il y a de termes avant 
celui que Von considère. C'est ce que Ton exprime par la formule : 

[2] l=:a + (n—l)r. 

Cette formule s'applique au cas où la progression est décrois- 
sante, pourvu que la lettre r représente im nombre négatif (548) . 

550. Corollaires. La formule [2], étant une relation 'entre 
les quatre nombres, a, î, r, n, permet de déterminer l'un d'eux, 
quand les trois autres sont donnés : il suffit 'de résoudre l'équa- 
tion par rapport à la quantité inconnue. Elle fournit donc la 
solution de quatre problèmes faciles à énoncer, et dont les 
formules sont : 

n = a + (tt— l)r, a=i — (n— l)r, 
[3] { l—a , I ^ — « 

( n— l' ^ r 

351. Insertion de moyens aritebiétiques. Insérer m moyens 
arithmétiques entre deux nombres donnés a, et b, c'est former 
une progression, dont a et 6 soient les termes extrêmes, et dont 
- ces m moyens soient les termes intermédiaires. 

U suffit évidemment, pour résoudre cette question, de trouver 
la raison de la progression; car, en l'ajoutant an premier 
terme, on aura le second; en l'ajoutant au second, on aura le 
troisième; et ainsi de suite. Or on connaît, dans la progression 
cherchée, le premier terme a, le dernier 6, et le nombre des 
termes (m + 2). On appliquera donc la formule [2], qui don- 
nera : 

[4] '-' 



tn+l 
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Exemple. Insérer 10 moyens entre 5 et 38. La raison est : 

38 — 5 

et la progression cherchée est .: 

^5.8.11.14.17.20.23.26.29.32.35.38. 

582. Problème. Déterminer la condition^ pour que trois nom-^ 
bres donnés a, b, c, fassent partie cTune même progression. 

Supposons ces nombres rangés par ordre de grandeur : ils 
seront séparés, dans la progression inconnue, par des termes 
intermédiares, qui pourront être considérés comme des moyens 
insérés entre a et 6, et entre b et c. Par suite, si Ton désigne ces 
nombres de moyens par (m — 1) et par (n — 1), la raison devra 

être égale (581) à -^^^ et à -^^^ ; on devra donc avoir : 

•■ -' m n 

C'est la condition cherchée ; il faudra qu'il existe deux nombres 
entiers m et n, proportionnels aux différences (b — a) et (c — b). 

Celte condition est toujours remplie, qnand les nombres a, 6, 
c, sont commensurables : car, si les nombres (6 — a) et {c — a) 
sont fractionnaires, il suffira de les réduire au même dénomi- 
nateur, et de prendre m et n égaux aux numérateurs. En mul- 
tipliant les deux résultats par un même nombre entier quelcon- 
que, on aura d'autres valeurs pour m et n; de sorte que le 
problème a, dans ce cas, une infinité de solutions. 

585. Théorème. Si Von insère^ entre les termes consécutifs d'une 
progression [1], pris deux à deux, u/n menu nombre m de moyens 
writhrrkèliqueSy on obtient u/ne progression unique, dont la raison est 
le quotient de la division de la raison primitive par (m + !)• 

En effet, les raisons des diverses progressions partielles 
sont (581) : 

6 — a c — b d — c 
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elles sont donc toutes égales à — -j-r (548). D'ailleurs le dernier 

terme de chacune est le- premier de la suivante. On peut donc 
les considérer comme n'en faisant qu'une seule 

3M. Théorème. Dans toute progression limitée y la somme de 
deux termes également distants des extrêmes est constante et égale à 
la somme des extrêmes. 

Soit, en effet, la progression : 

-ra.bx.d i.k.l; 

le second terme b est égal à a+^, et Tavant-dernier k est égal 
kl — r ; donc leur somme 6 + A; = a + L En général, le terme x, 
qui en a p avant lui, est égal (549) à a-fpr, et le terme y, qui 
en a p après lui, est égal à l — pr; donc leur somme x-^-y 
est égale à a-^-l. 

5S5. Somme des termes d'une progression» Désignons par S 
la somme des termes de la progression qui commence par «, 
finit par /, et dont n est le nombre des termes. On a : 

S=a + 6 + c + d+ ^i+k + L 

On n'altère pas cette somme en renversant les termes, et en 
les écrivant de manière que les termes à égale distance des ex- 
trêmes se correspondent verticalement dans les deux lignes. On 
a ainsi : 

S = /+A; + ï+ -f-d + c + ft + a. 

Ajoutons maintenant les termes de ces deux suites par co- 
lonnes verticales, et nous aurons : 

2S^(a + l) + {b+k)+{c+i)+ +(i+c)+(ft+6)+(/+a). 

Mais toutes les sommes, renfermées entre parenthèses, sont éga- 
les (584) à^a + O; d'ailleurs leur nombre est celui des termes 
de la progression. On a donc : 

2S==(a + 0^; 
d'où l'on déduit: [6] S=^^±^* 
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Ainsi, la somme des termes (Tune progression par différence est la 
moitié du produit de la somme des extrêmes par le nomhre total des 
termes. 

Exemple. La somme des 12 termes de la progression (3SI) est 

(l±M><L2o„258. 
2 

Remarque. Si Ton ne connaissait que le premier terme a, la 
raison r, et le nombre n des termes, il faudrait, pour appliquer 
la formule précédente, commencer par calculer le dernier 
terme /, à l'aide de la formule [2]. En substituant sa valeur dans 
la formule [6], on a : 



[7] 



g_ {2fl+(n— l)rjn 



586. Applications, l* Trouver la somme des n premiers nom- 
bres entiers, 

14-2+3 + + n. 

Gomme ils forment une progression dont la raison est 1, leur 
somme est : 

[8] S = ^i±îi>^,ouS = îiIîî±il. 

2 À 

Donc, pour avoir la somme des n premiers nombres entiers^ on 
multiplie le dernier par celui qui le suivrait immédiatement, et Von 
divise le produit par 2. 

2<» Trouver la somme des n premiers nombres impairs, 

1+3 + 5 + 7+ 

Ils forment une progression dont la raison est 2; en appliquant 
la formule [7] on a : 



[9] . S = ^^±^^^=^^,ouS^ny 



2 

Ainsi la somme des n premiers nombres impairs est égale au carré 
de n. 

587. Problèmes. Les formules [2] et [6] fournissent deux re- 
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lations entr^ les cinq quantités a, {» r, n, S, relations qui 
pennetl^ âe déterminer denx de c^ quantités^ quand les trois 
autres sont données. De là dix problèmes à résoudre : 



1* : 


Étant âosmés 


i A, {, r, dètannoer 


n,S; 


20 




0, /, n, 


y 


r,S; 


s^ 




a, l, S, 




»-,«; 


40 




fl, r, n, 




l,S; 


5» 


« 


a, r, S, 




l,n; 


6- 




a, n, S, 




l,r; 


7« 




h r, n. 




a. S; 


8« 




l, r, S, 




a,n; 


9« 




J, n, S, 




a,r; 


lO'» 




r,n,S, 




a, L 



Parmi ces problèmes, le cinquième et le huitième sont du 
second degré; les huit autres sont du premier degré. 

§ ïf. bes progressions par quotient. 

558. DÉFINITIONS. Une progression géométrique ou par quotient 
est une suite de nombres, dont elKicunest égal au précédent 
multiplié par un nombre constant que Ton nomme la raison de 
la progression. 

Lorsque la raison est plus grande que Funité, les termes vont 
en croissant, la progression est croissante; lorsque la raison est 
moindre que l'unité, les termes vont en diminuant, et la pro- 
gression est décroissante. 

Pour indiquer que des nombres font pSirtie d'une progression 
par quotient, on les écrit à la suite les uns des autres, en les sé- 
parant par deux points, et en les faisant précéder du signe f^. 
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EzEHPLsa. Les suites : 

fj 4:12:36:108:324:972:...., 

i^ 528:264: 132:66:33: 16 i: , 

sont deux progressions par quotient, Tune croissante, et l'autre 
décroissante ; les raisons sont 3 et |. 
En général, nous désignerons les termes d'une progression 

par quotient par a, 6, c, d, ..... i, h, Z, ,1a raison par g, et 

le rang du terme l par n. Nous aurons : 

[1] TTa:b:c:d: :i:k:l: 

559. Valeur du terme de rang n. D'après la définition, un 
terme d'une^ progression par quotient se forme en multipliant le 
précédent par la raison. I^ second est donc égal à aq, le troisième 
à aq*, le quatrième à aç*, ...... le n*^ à a^**-*. Donc un terme de 

rang quelconque est égal au premier multiplié par une puissance de 
la raison, dont l'exposant est égal au nombre des termes qui précè- 
dent celui que Von considère. C'est ce qu'exprime la formule : 

[2] lz=:a^\ 

560. Corollaires. La formule [2], étant une relation entre 
les quatre nombres, à^ Z, g, n, permet de déterminer Fun d'eux, 
quand les trois autres sont donnés. On trouve aisément, en ré- 
solvant l'équation [2] par rapport à chacune des quatre quanti- 
tés successivement : 



[3] 






««^^S ^=^i' 



n=i + i2gipM± 
logg 



La dernière formule suppose connues les propriétés fondamen- 
tales des logarithmes (387 et suiv.). 

561. Théorème. Si une progression est croissante, on peut la 
prolonger assez^ pour que ses termes dépassent to^Ue limite donnée. 
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En effet, si Ton considère les trois termes consécutifs t, k, l, 
de la progression [1], on a, par définition, 

k=iq, l=:kq; 

et, par soustraction, 

l^k={k—i)q. 

Or la raison q est supérieure à l'unité; donc la différence 
(l — k) est plus grande que la différence (fe— i). L'excès d'un 
terme sur le précédent va donc en croissant. Or, si cet excès res- 
tait constant, comme dans la progression par différence, on 
pourrait, en l'ajoutant au premier terme a, un nombre suffisant 
de fois, obtenir un résultat aussi grand qu'on le voudrait. Il en 
sera donc de même, a fortiori^ si, comme nous l'avons reconnu, 
cet excès va en augmentant. 

562. Théorème. Si une progression est décroissante^ on peut la 
prolonger assez, pour que ses ternies décroissent au-dessous de toute 
limite. 

En effet, si la progression [1] a une raison q inférieure à l'u- 
nité, les termes -> r, -,•••-, p y» ••• forment une autre pro- 
a c % K V 

gression par quotient, dont la raison -est supérieure à l'unité; 
puisque, des égalités 

b = axq, c = bXq, d = cXq,... 

on déduit :i=i xi, i=T><i, i=ix-,..^ 
b a q^ c b q^ d c q^ 

Il résulte donc, du théorème précédent, que les fractions 

T, j-y •?, peuvent devenir aussi grandes que l'on voudra; et par 

suite, leurs dénominateurs i, fc, l, peuvent devenir aussi petits 
que Ton voudra. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

563. Insertion de moyens géométriques. Insérer m moyens 
géométriques ou par quotient entre deux nombres donnés a^ et 5, 
c'est former une progression par quotient, dont a et 5 soient les 
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termes extrêmes^ et dont ces m moyens soient les termes inter- 
médiaires. 

Il suffit évidemment, pour résoudre cette question, de trouver 
la raison de la progression : car, en multipliant le premier terme 
par la raison, on aura le second; en multipliant le second par la 
raison, on aura le troisième; et ainsi de suite. Or, on connaît, 
dans cette progression, le premier terme a, le dernier 6, et le 
nombre des termes (m +2). On applicmera donc la formule [2], 
qui donnera : 

Exemple. Insérer 3 moyens entre 7 et 112. La raison est : 
//ÎÎ2 , 

g=y — ou2; 

et la progression cherchée est: 

f^ 7 : 14:28: 56 : 112. 

364. Théorème. Si Von insèrôy entre les termes conséauifs d'une 
progression par quotient^ pris deux à deux^ un même nombre m de 
moyens par quotient, on obtient une progression unique, dont la rai- 
son est la racine^ d'indice (m + 1), de la raison primitive. 

En effet, les raisons des diverses progressions partielles sont 
(363) : 



•1+1 /T" m+l /— «•+> /":7 

V/I- \/ï' Vc- ■■■' 



elles sont donc toutes égales à "Vî- D'ailleurs le dernier terme 
' de chacune est le premier de la suivante. On peut donc les con- 
sidérer comme n'en faisant qu'une seule. 

36S. Problème. Déterminer la condition^ pour que trois nom- 
bres^ a, b, c, fassent partie (Tune mêms progression. 

Si, en considérant a comme étant le premier terme, on 
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désigne par (m+l) et par (n+l) les rangs incemms de b et 
de c, on a (589): 

q étant la raison inconnoe. Si Ton élève la pFemière éqoation à 
la puissance n, et la seconde à la puissance m, on aura : 

d'où^en éliminant q: 

C'est la condition cherchée. Cette condition se simplifie, si Ton 

suppose que a, 6, c soient commensurables : car alors, en ré- 

h c 
duisant les rapports - et - à leur plus simple expression, et en 

désignant par t et j les fractions irréductibles équivalentes , 



on a: 



(I) =(t) ' ^^ r-=F- 



Or, ces fractions, étant aussi irréductibles, ne peuvent être 
égales, que si Ton a : 

ce qui exige, d'une part, que g eik soient composés des mêmes 
facteurs premiers, ainsi que hetl; et, d'antre part, que les ex- 
posants d'un même facteur, dans g et Aï, et dans h et ly soient 

dans un rapport constant — • Si ces conditions sont remplies, 

elles déterminent le rapport — . Mais elles laissent m et n in- 
déterminées; de sorte que a, &, c peuvent feire partie d'une 
infinité de progressions. 

366. Application. Qmls sont les nombres oommensurableSt qui 
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peuvent [aire partie d'une progression par quotient^ ayant poux 
termes 1 eMOÎ 

Désignons par - Tun des nombres cherchés; on doit avoir, 

d'aprèft ce qui précède : 

• ('£y±r(10)'», ou ^=10\ 

m et n étant d€s nombres entiers. Or le second membre étant 
entier, le premier doit Têtre aussi; et comme ^ est irréducti- 
ble, par hypolhèse, il faut que Ton ait : g= 1, et, par suite, 
p*»= 10»*. Mais, pour que" cette dernière égalité ait lieu, il faut 
que p ne contienne que les facteurs premiers 2 et 5 de 10, 
c'est-à-dire que Ton ait :p = 2»X5P : il faut donc qu^ 
2«»x5^ = 2**X5**, et que, par conséquent, am=:pm=n. H 

faut donc que a=p— — . Ainsi les exposants de 2 et de 5^ dans 

p, doivent être égaux ; ou, en d'autres termes, p doit être une 
puissance de 10. 

Les puissances de 10 sont donc les seuls nombres commensu- 
rables qui puissent figurer dans une progression par quotient, 
dont 1 et 10 font partie. 

367. Théorème. Dans touie progression par quotient^ le produit 
de deux termes également distants des extrêmes est constant et égal au 
produit des extrêmes. 

Soit, en effets la progression limitée : 

^a:b:c:d: : i:k:i; 

le second terme b est égal à aq, et Tavant-dernier k est égal à - ; 

donc leur produit bk=al. En général, le terme a?, qui en ap 

avant lui , est égal à ç*"; et le terme y, qui en a p après lui, est 

l 
égal à — ; donc leur produit xy^=ial. 

568. Produit des termes d'une progression. Désignons 
par P le produit des termes d'une progression , qui commence^ 
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par a/ qui finit par l; et dont n est le nombre des termes. Nous 
avons : 

P=a6cd ikL 

On n'altère pas ce produit en renversant Tordre des facteurs, 
et en écrivant : 

P = /W dcba. 

Si l'on multiplie ces deux produits égaux l'un par Taulre, en 
groupant deux par deux les facteurs de même rang, il vient : 

P= (al) (bk) (ci) (ic) (kb) (la). 

Or tous les produits, renfermés entre parenthèses, sont égaux 
(567) à al D'ailleurs leur nombre est celui des termes de la pro- 
gression ; donc : 

p;=(aO^ 
d'où Ton tire : 

[6] f=^W' 

Ainsi, le produit des termes d*une progression est égal à la racine 
carrée d'une puissance du produit des extrêmes^ dont V exposant est 
le nombre des tei^mes. 

569. Somme des termes d'une progression par quotient. 
Désignons par $ la somme des termes de la progression précé- 
dente; de sorte que Yqtï a : 

S=a+6+(?+d+ î+ft+l. 

Si l'on multiplie les deux membres de cette égalité par g, on 
obtient : 

6g=ag-}-69+cg + (;?g-(- +^9 + ftg + ^- 

Mais, par hypothèse, aq=b^ bq^= c, cq^nd,.... , ig=ft, kq=il; 
donc l'égalité précédente devient : 

Sq=zb + c+d+ +k+l+lq. 
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Si Ton suppose q'> 1, el qu'on retranche S de Sg, on a évidem- 
ment> en supprimant les termes qui se détruisent : 

SqS = lq—à, ou 8(^—1) = /^— a; 

d'où Ton tire : 

Iq—a 



[7] 



q-i 



Ainsi, la somme des termes d^une progression croissante par quo^ 
tient se forme^ en multipliant le dernier terme par la raison^ en re- 
tranchant du produit le premier terme, et en divisant la différence 
par Vexchs de la raison sur Vunilé, 

Si Ton suppose g < 1, on ne peut plus retrancher S de Sg; on 
retranche alors Sg de S, et l'on a : 

S — Sg=a— îg, ou S(l— 5)=â— /g; 
d'où : 

[8] S=^. 

•* 1 — q 

Ainsi, la sommée des termes d^une progression décroissante se 
forme, en retranchant du premier terme le produit du dernier par 
la raison, et en divisant la différence par l* excès de V unité sur la 
raison. 

Mais les conventions faites sur les nombres négatifs rendent 
cette seconde forme équivalente à la première, 

Rebiarque. Si Ton ne connaissait que le premier terme a, la 
raison q, et le nombre n des termes, il faudrait, pour faire usage 
des formules précédentes, commencer par calculer le dernier 
terme / à l'aide de la formule [2]. En substituant sa valeur dans 
les formules [7] et [8], on a : 

t«] S = Ç£l^. et S=«^" [,0]. 

570. Limite de la sombie des termes d'une progression 
Alg. él. B. 25 
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DÉCROISSANTE. La formule [8], qui donne la somme des termes 
d'une progressioâ décroissante, peut s'écrire : 

Or, si le nombre des termes va en augmentant indéfiniment, 
l'expression r;^> qui ne dépend que du premier terme et de 
la raison, conserve constamment la même valeur; mais le pro- 
duit / Y3~> composé d*un facteur l qui décroît sans limite (361 ), 

et d'un facteur -r-^ qui reste constant, peut devenir aussi petit 
que Ton voudra. Par conséquent la somme des termes, toujours 
inférieure à 7-37-1 P^"* différer de r^— aussi peu que Ton vou- 
dra, si le nombre des termes est suffisamment grand : en d'au- 
tres termes, _ est la limite vers laquelle tend la somme, 

lorsque le nombre des termes croît indéfiniment. En désignant 
cette limite par 5, on a : 

571. Application. Une fraction décimale périodique peut 
être considérée comme une progression décroissante; et la for- 
mule [1 1^ lui est applicable. 

Soit, par exemple, la fraction périodique ; 



0,3535353535. 



Si on la sépare en tranches de deux chiffres, à partir de la vir- 
gule, on peut la regarder comme la limite de la somme des ter- 
mes d'une progression décroissante à l'infini; 

. 35 . 35 . 35 35 



•• 100 • 10000 • 1000000 ' 100000000 • •• 
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dont la raison est y^Â- D'après la formule [11], celte limite est 

égale à ^ 

35 

100 X 35. 

^~ïoo 

ce qui est précisément le résultat qu'on obtient, en arithméti- 
que, dans la théorie des fractions périodiques. 

RÉSUMÉ. 

348. Définition des progressions par différence ; progressions croissantes 
ou décroissantes ; raison. — 349. Un terme de rang quelconque est égal 
au premier terme, augmenté ou diminué d'autant de fois la raison qu'il 
y a de termes avant lui. ^ 3^. Problèmes que Ton^teut résoudre à 
Taide de cette formule. —351. Insertion de moyens par, différence. — 
352. Condition pour que trois nombres donnés fassent partie d'une 
môme progression. — 353. Si, entre les termes d'une progression, on 
insère un nombre constant de moyens, on forme une progression nou- 
velle. — 354. Dans une progression limitée, la somme de deux termes 
également distants des extrêmes est égale à celle des extrêmes. — 
355. Somme des termes d une progression par différence. — 356. Ap- 
plication à la somme des n premiers nombres entiers, à la somme des n 
premiers nombres impairs. — 357. Tableau de dix problèmes à résou- 
dre sur les progressions par différence. — 358. Définition des progrès-^ 
sions par quotient, croissantes ou décroissantes; raison. — 359. Un 
terme de rang quelconque est égal au premier, multiplié par la raison 
élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui le 
précèdent. — 360. Problèmes que Ton peut résoudre, à l'aide de cette 
formu)e. — 361. Les termes d'une progression croissante peuvent 
dépasser toute limite. — 362. Les termes d'une progression décrois- 
sante peuvent décroître au-dessous de toute limite assignée.»* 363. In- 
sertion de moyens par quotient. — 364. Si Ton insère un nombre 
constant de moyens entre les termes consécutifs d'une progression par 
quotient^ on forme une progression nouvelle. — 365, Condition pour 
que trois nombres donnés fassent partie d'une même progressioUé — 
366. Recberche des nombres commensurables qui peuvent figurer dans 
une progression, dont 1 et 10 font partie. — 367. Le produit de deux 
termes égaleioent distants des extrêmes est égal au produit des extrê* 
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mes. — 368. Produit dea termes d'une progression par quotient. -^ 
369. Somme des termes d'une progression par quotient. — 370. Limite 
de la somme des termes d'une progression décroissante. — 371 . Appli- 
cation aux fractions périodiques. 



EXERCICES. 

L Quelles sont les progressions par différence, dans lesquelles la somme de 
deux termes quelconques fait partie de la progression? 

Ce sont celles dont le premier terme est un multiple de la raison. 

II. Quelles sont les progressions par quotient, dans lesquelles le produit de 
deux termes fait partie de la progression? 

Ce sont celles dont le premier terme est une puissance de la raison. 

III. Si, dans une suite de nombres, chacun est laiemi-somme de ceux qui le 
comprennent, ceft nombres forment une progression par différence. Si chacun 
est moyen proporlionnel entre les deux qui le comprennent, ils forment une 
progression par quotient. 

On ramène immédiatement cet énoncé aux définitions (348 et 3S7). 

IV. Dans quelles progressions par différence existe-t-il un rapport, indépen- 
dant de n, entre la somme des n premiers termes et la somme des n suivants? 

Ce sont celles où la raison est double du premier terme (liy. II, chap. vu , 
exerc. 1). 

V. v'i, ^5 et v'ï^ peuvent-ils faire partie d'une même progression par diffé- 
rence ou par quotient? 

Non. On s'appuiera sur les n"* 3S2 et 36S. 

VI. Si Ton prend la suite des nombres impairs 1,3,5, 7,..« et qu'on là sépare 
en groupes, dont le premier ait un terme, le second deux termes, le troisième 
trois, etc., la somme des termes d'un même groupe est un cube. 

On formera le premier et le dernier terme de n** groupe, et on appliquera la 
formule [6] du n" 3S5 : on trouvera n' pour somme. 

VII. Si Ton considère la suite 1 , 2, 4, 6, 8, 10,... la somme des n premiers 
termes est impaire; et, quand on ajoute au nombre ainsi obtenu les (n — 1) 
nombres impairs qui le suivent, on obtient un cube. 

» 
On trouve pour résultat n>, en suivant la même marchCé 

VIII. Dans une progression géométrique de six termes, la différence des termes 
elctrômes est plus grande que cinq fois la différence des termes du milieu. 
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On exprime le rapport des deux différences en fonction de la raison , et Ton 
trouve que le minimum du rapport est 5. 

IX. Si Ton ajoute, termes à termes , deux progressions géométriques qui n*ont 
. pas même raison , les résultats ne formeront pas une progression ; mais chaque 

terme pourra se déduire des deux précédents, en les multipliant par des nom- 
bres constants, et en ajoutant les produits. 

On trouve aisément que les multiplicateurs sont la somme des raisons pour 
le terme précédent, et le produit des raisons, changé de signe, pour T^ntépr^- 
cédent. 

X. On forme une suite de termes tels, que chacun soit la demi-somme des 

précédents; connaissant les deux premiers termes a, & de cette suite, trouver 

de quelle limite on s'approche , lorsqu'on en forme un nombre de plus en plus 

grand. 

2b 
La limite est : a -f- -ô-- . 

u 

XI. Soit'AB une ligne quelconque ; on marque son milieu C^ puis le milieu D 

I I I — I — I 1 1 

A C E G F D B 

de CB, puis le milieu E de DG , puis le milieu F de £D, le milieu G de FE, et 
ainsi de suite indéfiniment; trouver de quelle limite les points C, D^ E, F, G, 
s'approchent de plus en plus, lorsqu'on en marque un nombre de plus en plus 



Le point lifiaite est au tiers de ÂB, à partir du point B. 

XII. Trouver la limite de la somipe des fractions , 

dont les numérateurs forment une progression par différence, et les dénomina- 
teurs une progression par quotient. 

On décompose cette série en plusieurs progressions géométriques décrois- 
santes, et l'on trouve que la limite est 2. 

XIII. On forme la suite des nombres : 

1, 3, 6, 10, 15, 21, etc., 

tels , que la différence de deux termes consécutifs va sans cesse en augmentant 
d'une unité ; trouver la somme des n premiers termes de cette suite. 

On trouve que le n"« terme est égal à ^ «7" 9 et que la somme est égale à 

n(n + l)(n-h2 ) 
6 • 

XIV. Si, dans une progression par différence, trois termes consécutifs sont 
des nombres premiers, la raison est divisible par 6, à moins que le premier de 
ces termes ne soit 3. S'il y en a 5, la raison est divisible par 30, à moins que le 
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premier de ces termes ne soit 5; et, B*il y en a 7, elle est divisible par 21T), à 
moins que le premier de ces termes ne soit 7. 

On démontre, à l'aide des propriéiés des nombres premiers, que la raison est 
divisible, dans le premier cas, par 2 X 3 ; dans le second , par 3 x 3x 5 ; dans 
le troisième, par 2x3x6x7. 

XV. Dans une progression par quotient, dont le nombre des termes est impair, 
Ja somme deS carrés des termes est égale à la somme des termes, multipliée par 
l'exeès de la somme des termes de rang impair sur la somme des termes de 
rang pair. 

On forme les différentes sommes indiquées, et on vérifie aisément l'égalité. 

XVI. Dans une progression par différence , dont les termes sont entiers, si p est 
un nombre premier avec la raison, et que Ton divise p termes consécutifs par p, 
on obtiendra pour restes tous les nombres 0,1,2, 3,..» (p — 1). 

On prouve que deux restes ne peuvent pas être égaux. 

XVII. Éliminer y entre les deux équations : 

«*+«*"*y+a5'^'+ +y*=ra-, . ^ 

On trouve, à l'aide de quelques artifices, t/=^ 2mlLh^m * » et on 

substitue. 

XVIII. Un triangle étant donné, on forme un second triangle qui ait pour 
côtés les médianes du premier, un troisième triangle avec les médianes du se- 
cond, et ainsi indéfiniment. On demande la limite delà somme des aifes de tous 
ces triangles. 

Cette limite est égale à 4 fois Taire du triangle donné. 
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CHAPITRE IL 

théorie: ELEiHENTAIIUS BES LOGARITHMES. 

§ I. Définition des logarithmes. 

572. DÉFINITION, — Lorsque Ton considère deux progres- 
sions, Tune par quotient et commençant par l'unité, Tautre par 
différence et commençant par zéro, les termes de la seconde 
sont appelés les logarithmes des termes qui ont le même rang 
dans la première. 

Ainsi, soient les deux progressions : 

•' 1 T 0. r. 2r.3r. kr mr nr pr ; 

mr est le logarithme de g***. 

Remarque. — Le logarithme d'un nombiie considéré isolé- 
ment est tout à fait arbitraire. Si l'on demande quel est le loga- 
rithme de 3, cette question n'a aucun sens, tant qu-'on n'a pas 
choisi les progressions, qui définissent le système des logarithmes 
dont on veut parler. 

Dans tous les systèmes, le logarithme de 1 est 0. 

575. Extension de la définition. — D'après la définition pré- 
cédente, lorsque l'on a choisi les deux progressions qui définis- 
sent un système de logarithmes, il semble que les nombres, qui 
ne font pas partie de la progression par quotient, n'ont pas de 
logarithmes; nous allons voir comment, en étendant cette défi- 
nition, on est conduit à regarder chaque nombre plus grand 
que l'unité comme ayant un logarithme. 

Concevons que l'on insère entre deux termes consécutifs de 
chacune des progressions [1] un même nombre de moyens; 
nous obtiendrons (583,564) deux nouvelles progressions, com- 
mençant encore Tune par 1, l'autre par 0, et dans lesquelles les 
termes corregpondantg des progressions primitives se corres^- 
pondront encore. Nous dirons donc que les termes nouvellement 
introduits, dans la progression par différence, sont les loga«» 
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rilhmes des termes de même rang, introduits dans la progres- 
sion par quotient. 

574. Théorème. — Pour que ôetle extension de la déflnition 
soit admissible, il faut prouver que, si, en insérant des nombres 
différents de moyens, on amène un même nombre, de deux ma- 
nières différentes, à faire partie de la progression par quotient, 
on lui trouvera, des deux manières, le même logaiîthme. 

Supposons d'abord que Ton insère (p — 1) moyens entre les 
termes consécutifs des progressions [1], la raison de la progres- 
sion par quotient sera (565), ^/q ; et la raison de la progression 

par différence sera (581), - . 

En sorte que le terme, de rang (fc -f 0» dans la première, sera 

{slqf'f et le terme correspondant, dans la seconde, sera — . 

Supposons maintenant que l'on insère, entre les termes con- 
sécutifs des progressions [1], un autre nombre (p' — 1) de moyens, 
un terme, de rang (fc'+l), dans la première, sera {^sjqf^ et le 

terme correspondant, dans la seconde, sera K -,• 

Nous voulons prouver que, si l'on a : 



[2] 


(C5)*=(Wr, 


• 

on aura aussi : 




ou 


h k' 

■ p-r 



Si, en effet, nous élevons les deux membres de l'égalité [2] à 
la puissance pp' , nous aurons : 

ou q''f=.^'f; 
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et cette deniière égalité entraîne évidemment : 

k h! 

Donc, si Von peut introduire un même nombre^ de deux manières 
différentes^ dans la progression par quotient^ on lui trouvera, des 
deux manières, le même logarithme. 

578. Théorème. — Si Von calcule des logarithmes en insérant 
un certain nombre de moyens entre les termes consécutifs des deux 
progressions j puis que l'on en calcule d'autres en insérant un autre 
nombre de moyens, ces divers logarithmes peuvent être considérés 
comme faisant partie d'un seul et même système. 

Pour le prouver, remarquons que, si, entre les termes con- 
sécutifs de la progression par quotient, on insère d'abord (p— 1) 
moyens, puis (p'—l) moyens, tous les termes obtenus, dans l'un 
et Taulre cas, font parlie d'une seule et même progression, que 
l'on obtiendrait en insérant {pp'— 1) moyens. En effet, si l'on 
insère (pp'— 1) moyens entre deux termes consécutifs a eib d'une 
progression, le terme b aura, après cette insertion, le (pp'-\'iy 
rang. Si donc, dans la progression ainsi formée, on compte les 
termes de p' en p', à partir du second, c'est-à-dire le (p'+l)*^, 
le (V+ir% le (Sp'-fl)"". ..., b se trouvera le p"" de cette 
suite. Or, q étant la raison de la progression nouvelle, les termes 
ainsi désignés sont respectivement égaux à aq^, aq^', a(f^. ... ; 
ils sont donc en progression ; et l'on peut les considérer comme 
formant (p— 1) moyens entre a et b. De même, si l'on compte 
les termes de p en p, à partir du second, b se trouvera lep'*"' de 
celte autre suite ; et ces termes pourront être considérés comme 
formant (p' — 1) moyens entre a et b. 

La même remarque s'applique à la progression par différence: 
on voit donc que les deux systèmes obtenus , en insérant sépa- 
rément (p— 1) moyens et (p' — l) moyens, sont compris dans le 
système unique, qui correspond à (pp'-~l) moyens. 

Par exemple, si a et 6 désignjent deux termes consécutifs 
quelconques d'une progression par quotient ou par différence. 
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et que Ton insère entre a et 6, d'abord trois moyens, puis en- 
suite cinq moyens, de manière à former les progressions : 

a, Al, Aj, A3, 6, 

a, B„B„ 83,84, 85,6; 

si Ton insère ensuite (4X6 — 1) ou 23 moyens, on formera une 
progression nouvelle, dans laquelle Ai, Aï, As figureront aux 
rangs 7, 13, 19, et 8„ 8j, Bj,**, 85, aux rangs 5, 9, 13, 17, 21, 

57G. Théorème, — On peut insérer^ entre les termes consécutifs 
de la progression par quotient^ un assez grand nombre de moyens^ 
pour que deux termes consécutifs quelconques de la progression nou- 
velle diffèrent au^si peu qu*on vottdra. 

En effet, si q désigne la raison de la progression donnée, et 
que Ton insère (m — 1) moyens entre chaque terme, la raison 
de la progression nouvelle sera ^q : par suite deux termes con- 
sécutifs de celte progression seront (7^)* et (7g)*'*'*> et leur 
différence sera : 

ou irgYirq-i]' 

Or, quand m croit indéfiniment, (yq—l) tend vers zéro. Car, 
pour Yérifier que l'on a, pour une valeur suffisamment grande 
de m, 

quelque petit que soit 9, il suffit de prouver que l'on a, dans 
les mêmes circonstances : 

v/g<i+«, 

ou 5<(l+er; 

et cette dernière inégalité est évidente, puisque l'on sait (Ml), 
que les puissances d'un nombre plus graui^ que 1 croissent, 
sans limites, avec leur exposant. 

Ainsi le facteur {\/q*^l) tend vers 2éro; par suite, V? ^^^^ 
nn ru&lté; et il en est de même de (^qj'f puisque h est fixe. Il 
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résulte de là, que le produit {'^qfÇs/'q — l) peut devenir aussi 
petit que Ton voudra, si Ton donne à m une valeur suffisamment 
grande. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

577. Remarque. — Il résulte du théorème (576), que les 
nombres, dont les logarithmes sont définis dans les paragraphes 
précédents, croissent par degrés aussi rapprochés que Ton veut. 
Si Ton se bornait cependant à cette définition, il y aurait une 
infinité de nombres qui devraient être regardés comme n'ayant 
pas de logarithmes. On sait, par exemple (566), que, quel que 
soit le nombre des moyens insérés entre les termes de la pro- 
gression par quotient, 

fji:io:ioo:iooo...., 

aucun de ces moyens n'est commensurable. Tous les nombres 
commensurables peuvent; au contraire, s'introduire, comme 
moyens , dans la progression par différence, 

•f 1.2. 3. 4. 5 

Par conséquent, dans le système de logarithmes que définissent 
ces deux progressions^ les nombres commensurables^ qui ne sont 
pas entierSy sont tous des logarithmes de nombres iflcommsnsurables; 
et les nombres commensurables, qui ne sont pas des puissances de 10, 
ne pouvant pas faire partie de la progression par quotient, devraient 
être regardés comme n'ayant pas de logarithmes, 

578. DÉFINmON des logarithmes des nombres qui NE PEUVENT 
PAS FAIRE PARTIE DE LA PROGRESSION PAR QUOTIENT. — Quaud UU 

nombre ne peut pas être introduit dans la progression par quo- 
tient, son logarithme, qui ne peut être commensurable (577), 
se définit de la manière suivante : 

Le logarithme d'un nombre N, qui ne peut pas faire partie de la 
progression par quotient y est plus grand que les nombres commen* 
surables qui ^ont les logarithmes de nombres inférieurs à N, et plus 
petit que les nortibres commensurables qui sont l^ logarithmes rfg 
nombres snipérimrs à N, 

Par exemple, dans le système défini par les progressions du 
m 877, le nombre 37 ne peut pas faire partie de la progression 
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par quotient. Pour définir son logarithme, concevons que Ton 
insère entre 10 et 100 un nombre considérable de moyens par 
quotient, et entre 1 et 2 le même nombre de moyens par diffé- 
rence; on trouvera» dans la progression par quotient, deux 
termes conséculifs qui comprendront 37, et dont les logarithmes 
commensurables, très-peu différents l'un de l'autre, compren- 
dront, par déflnilion, le logarithme de 37. La valeur de ce loga- 
rithme sera, d'ailleurs, parfaitement déterminée : car elle sera 
la limite commune, vers laquelle convergeront les logarithmes 
des deux nombres qui comprennent 37, lorsque le nombre des 
moyens insérés croîtra indéfiniment. 

579. Théorème. — Il résulte, de tout ce qui précède, que tout 
nombre , plus grand que 1 , a un logarithme. 

% II. Généralités sur les nombres incommensurabies. 

5801 Définition générale des nombres incommensurables. — 
Nous venons (578) de définir le logarithme d'un nombre , en 
disant quels sont les nombres commensurables qui sont plus 
grands que lui, et quels sont ceux qui sont plus petits que lui. 
Cette manière est le moyen ordinaire de définition pour les 
nombres incommensurables. Quelques explications sur ce sujet 
ne seront pas inutiles. 

Il existe des grandeurs qui n'ont pas de commune mesure. 
On sait, par exemple, que la diagonale d'un carré n'a pas de 
commune mesure avec son côté; il en est de même de la diago- 
nale d'un cube et de son arête. Dans ce cas, le rapport de deux 
grandeurs ne peut être représenté par aucun nombre, entier ou 
fractionnaire : on dit qu'il est incommensurable. 

Pour définir un nombre incommensurable, on ne peut qu'in- 
diquer comment la grandeur qu'il exprime peut se former au 
moyen de l'unité. Veut-on, par exemple, définir v^2 , nombre 
incommensurable qui représente une grandeur bien déterminée^ 
savoir là longueur de la diagonale du carré construit sur un 
côté égal à l'unité? On dira qu'un nombre est plus grand ou 
plus petit que v/2, selon que son carré est plus grand ou plus 
petit que 2. Et, cela posé, après avoir adopté une certaine unité 
de longueur, on regardera tous les nombres comme exprimant 
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des longueurs portées sur une mênae ligne droite, dans le même 
sens, à partir d'une même origine. Une portion de celle ligne 
recevra les extrémités des longueurs mesurées par des nombres 
moindres que v^2; et une autre portion recevra celles des lon- 
gueurs mesurées par des nombres plus grands que v^2. Entre 
ces deux régions, il ne pourra exister aucun intervalle d'é- 
tendue finie ; car les nombres de l'une des séries diffèrent, aussi 
peu qu'on veut, des nombres de l'autre. Il n'y aura donc entre • 
elles qu'un point de démarcation; et la dislance, à laquelle ce 
point se trouve de l'origine, est, par définition, mesurée par v^. 
Nous nous sommes borné à définir la grandeur dont ^ est 
la mesure. Et, en effet, il né parait pas possible de définir direc- 
tement un nombre abstrait. Si l'on réfléchit aux définitions 
données, même dans les cas simples dés nombres entiers et 
fractionnaires, on verra qu'elles ne sont que l'indication de 
Topération, à l'aide de laquelle la grandeur, dont ils sont la me- 
sure, dérive de l'unité. 

58i. Addoton et soustraction. Ajouter ou soustraire des 
nombres incommensurables, c'est trouver un nombre expri- 
mant la somme ou la différence des grandeurs que mesurent 
les nombres proposés. 

582, Multiplication. Si le multiplicateur est commensu- 
rable , il n'y a aucun changement à apporter à la définition. 
Ainsi, multiplier y/s par 7, c'est trouver un nombre exprimant 
une grandeur 7 fois plus grande que celle qu'exprime v^2. Mul- 

tiplier v/2 par -, c'est trouver un nombre exprimant une gran- 

deur égale aux - de celle que mesure v^. 

Mais si le multiplicateur est incommensurable, il faut une 
définition nouvelle. Nous appellerons produit d'un nombre A 
par un nombre incommensurable B , un nombre moindre que 
le produit de A par un nombre commensurable quelconque 
supérieur à B, et plus grand que le produit de A par un nombre 
commensurable quelconque moindre que B. 

583. Division. Diviser un nombre A par un nombre B, c'est 
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trouver un troisième nombre qui, multiplié par le diviseur B^ 
reproduise le dividende À. Cette définition s'applique, quels 
que soient les nombres À et B, commensurables ou incommen- 
surables. 

584. Racines. La racine m°»« d'un nombre incommensurable 
est un nombre qui, pris m fois comme facteur, donne un pro- 
duit égal au nombre proposé. 

On voit que la seule opération, qui exige une définition véri- 
tablement nouvelle « est celle de la multiplication; toutes les 
autres se rattachent à celle-là. 

S88. Théorème. On peut tai^ours trouver deux nombres com^ 
mensurables 9 ayant une différence aussi petite qu'on le voudra ^ et 
qui comprennent entre eux un nombrt incommensurable donné. 

En effet, soit n un nombre entier quelconque; si Ton consi- 
dère la suite : 

N 

1^ 2 3 4 5 
^* n' n' n: n' n' "'* 

on voit que ses termes augmentent sans limite ; comme ils com- 
mencent à zéro, le nombre donné, quel qu'il soit, est néces- 

X X I 1 

saû»emenl compris entre deux d'entre eux, - et ~ . Et l'on 
peut prendre n assez grand pour que Jeur différence , qui 
est -9 soit aussi petite que l'on voudra, 

586. Extension des théorèmes démontrés pour les nombres 
commensurables, au cas des nombres incommensurables. le 
théorème précédent permet évidemment d'étendre aux nombres 
incommensurables les théorèmes suivants, qui ont été démon- 
trés pour les noipbres commensurables. 

1^ Dans Am produit de plusiews facteurs, on pe%kt intervertir 
Vordre des facteurs. 

2* Pour multiplier un nombre par le produit de plusieurs fac^ 
teurSf on peut k multipUer successivemmt par ces divers facteurs. 
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3* Pour multiplier un produit par un nmnbre^ il suffit de mul- 
tiplier un de ses facteurs par ce nombre. 

4« Powr multiplier un produit par un autre y il suffit de former 
un produit unique avec les facteurs du jnultiplicande et ceux du 
multiplicateur. 

5* Pour multiplier deux puissances dm mime nombre^ il suffit 
d'ajouter les exposants. 



% III. Propriétés des logarithmes. 

387. Théorème I. Le logarithme (Tun produit de deux facteurs 
est la somme des logarithmes des facteurs. 



Soient les deux progressions : 

. ;ô. 



H I : g : ç' : ^ :...•: ^ — : g*» : . . • . 
r . 2f • 3r mt nr^ 



qui définissent un système quelconque de logarithmes. Les 
termes de la première sont les puissances successives de la rai- 
son q; ceux de la seconde sont les multiples conséeutifs de la 
raison r. 

Si on multiplie l'un par l'autre deux termes de la progression 
par quotient, g"* et g^ on aura un produit g"*+** qui, évidem- 
ment, est le (m -fn + !)"'• terme delà même progression; si 
Ton ajoute les logarithoies de g"* et g*, qui sont mr et nr^ on 
aura une somme {m-\'n)rf qui est évidemment le {m'\-^n+ !)■*• 
terme de la progression par différencp, et, par conséquent, le 
logarithme de g**-^** ; la proposition est donc <lémontrée^ 

S8S. GÉNÉRALISATION. La démonstration précédente supposa 
que les nombres considérés font partie de la même progression 
par quotient. Elle est en défaut pour les logarithmes incom- 
mensurables définis (578), Pour démontrer que, dans ce cas, 
la proposition est encore exacte/remarquons que, si l'on donne 
deux nombres quelconques N et N', on peut toujours insérer 
dans les progressions assez de moyens» pour que les termes 
croissent par degrés insensibles, et que, par conséquent, il s'y 
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trouve deux^ermes Ni et N'*, qui diffèrent, aussi peu qu'on le 
voudra, de N et de N'- Or on aura (387) : 

log(N,xN'0=logN, + logN',/ 

Le premier membre diffère, aussi peu que Ton veut, de 
log(NxN'), et le second, aussi peu que l'on veut, de 
logN + logN'; il est donc impossible, que log(NxN') et 
log N + log N' aient une différence déterminée quelconque ; 
par conséquent, ces deux quantités sont égales. G*est ce qu'il 
fallait démontrer. 

■ 589. Extension au cas de plus de deux facteurs. Le théo-^ 
rème précédent s'étend à un nombre quelconque de facteurs. Soit , 
par exemple, un produit de quatre fadeurs abcd^ on a évidem- 
ment : 

. [I] log (abcd) = log (ote X d) = log {ahc) -f log d 

= log(a6)+logc+logd=loga-}-log6+logc+log(f. 

390. Théorème IL Le logarithme dCvAxe puissance entière, et 
positive d'un rmmhre est le produit du logarithme du nombre par 
Vexposant de la puissance. 

Ce théorème est une conséquence du précédent. Soit, en 
effet, a* la puissance considérée ; on a : 

loga* = log(aXaXaXa) 

= loga-|-loga + logâ+loga = 41oga. 

La démonstration s'applique évidemment, quel que soit l'ex'- 
posant entier et positif. 

Ainsi , [2] log a'^^m log a. 

391. Théorème IIL Le logarithme d'un quotient est égal au 
logarithme du dividende^ moins celui du diviseur. 

Soit un quotient r-, que je désignerai par q; on aura : 

a = 6xg; 
•donc : log a = log ft + log g ; 

d'où : log q = log a~log fc , ou log r^ = log a — log 6 [3] , 
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Remarque. On suppose , dans le théorème précédent, qae le 
quotient r- est plus grand que 1 ; car les logarithmes des nom- 
bres plus grands que 1 ont seuls été définis. 

592. Théorème IV. Le logarithme d'une racine (Tun nombre est 
égal au logarithme du nombre , divisé par Vindice de la racine. 

Soit la racine y/ a ^ que je désigne par r ; on a, par définition : 

d'où Ton conclut <590) : 

loga=mlogr; 
et, par suite, 

logr = !2i«, ou Iog?5=î2Sf [4]. 

^5. Remarque. Les quatre théorèmes précédents montrent, 
qu'une multiplication de plusieurs facteurs peut être remplacée 
par Yaddition de leurs logarithmes; une divisiofiy par la sov^^ 
traction de deux logarithmes; une formation de puissance^ par la 
multiplication àvi logarithme du nombre par l'exposant; et enfin, 
une extractioti de racine, par la division du logarithme du nombre 
par l'indice de la racine. 

Mais il faut, pour profiter de ces simplifications, avoir une 
table de logarithmes, et savoir y trouver le logarithme d'un 
nombre donné, et le nombre correspondant à un logarithme 
donné. 

S IV. Construction et disposition des tables de logarithmes. 

S94. Logarithmes vulgaires. Dans les calculs numériques, 
on emploie exclusivement le système de logarithmes défini par 
les deux progressions : 



fj 1 : 10 : 100 : looo : loooo : looooo : 



^0.1.2.3. 4 . 5 

Alg. it. B. 26 
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Dans ce systèmet une puis$ance de 10 a pmjir logarithme son 
exposant. Car, le logarithme de 10 étant 1, on a : 

log lO*" = m log 10 = m. 

Les logarithmes de tous les autres nombres^ entiers ou fraction' 
naireSf sont incommensurables (377). 

598. Caractéristique. On nomme caractéristique du loga- 
rithme d'un nombre la partie entière de ce logarithme. Les 
nombres compris entre 1 et 10, c'est-à-dire ayant une partie 
entière composée d'un seul chiffre, ont pour logarithmes des 
nombres compris entre et 1 ; la caract^stique est zéro. Les 
nombres compris entre 10 et 100, c'est-à-dire ayant une partie 
entière composée de deux chiffres, ont des logarithmes compris 
entre 1 et 2; la caractéristique est 1. En général, les nombres 
compris entre 10*^* et 10»* ont une partie entière composée de 
n chiffres; et leurs logarithmes, étant compris entre (n — 1) etn, 
ont pour caractéristique (n— 1), 

Donc la caractéristique du logarithme d'un nombre contient 
autant d'unités qu'il y a de chiffres dans la partie entière du 
nombre f moins un. 

596. Théorème. Lorsqu'on multiplie ou qu^on divise un nombre 
par wne puissance de 10, la partie décimale de son logarithme n'est 
pas altérée; mais la caractéristique est augm^entèe ou diminuée 
d'autant d'unités qu'il y en a dans l'exposant de la puissance. 

En effet , on a (587 et 590) : 

log(aXlO**)=loga-f-loglO** = logo+w; 

et (591) : log — = loga — loglO**=loga — n. 

597. Construction des tables. On ne calcule et Ton n'inscrit 
dans les tables que les logarithmes des nombres entiers. Comme 
tous ces logarithmes sont incommensurables (577), on ne peut 
les calculer qu'avec une certaine approximation; on se con- 
tente, en général, des sept ou huit premières décimales. 

La définition, que nous avons donnée (578), conduit à la valeur 
approchée du logarithme d'un nombre. Gar^ si Ton insère dans 
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les -progressions un nombre considérable de moyens, fl 7 aura 
deux termes consécutifs de la progression par quotient, qui com- 
prendront le nombre donné, et dont les logarithmes seront des 
valeurs approchées de son logarithme. 

Hais œ procédé serait fort long et très*pénible; et nous aUons 
montrer, par un exemple, combien il exigerait d'opérations. On 
donne, d'ailleurs, dans la seconde partie de l'algèbre, pour le 
calcul des logarithmes, des méthodes beaucoup plus rapides. 

Exemple. On demande le logarithme de 1855. 

Comme 1855 est compris entre 1000 et 10000, son logarithme 
est compris entre 3 et 4. Si l'on insère un moyen entre 1000 
et 10000 dans la progression par quotient, et un moyen enti*e 
3 et 4 dans la progression par dîÉférence, on trouve 



a = v/l000X 10000 = 3162,27766 

pour valeur du premier, et 3,5 pour valeur du second. Ainsi : 

3,5 = log a=log 3162,27766. 

Comme 1855 est compris entre 1000 et o, son logarithme est 
compris entre 3 et 3,5. Si l'on insère un moyen entre 1000 et a 
dans la progression par quotient, et un moyen entre 3 et 3,5 
dans la progression par différence, on trouve, pour le premier, 



d = V^1000a = 1778,2794, 

j 3 + 3,5 
et pour le second, — ^^ — ou 3,25. 

Ainsi : 3,25 = log 6 = log 1778,2794. 

Comme 1855 est compris entre a et 6, son logarithme est 
compris entre 3,25 et 3,5. Si l'on insère deux nouveaux moyens, 
on trouve, en désignant le premier par c : 

3,375 = log v/â6 = log 2371,3737 = loge. 

De même, comme 1855 est compris entre 6 et c, son loga- 
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rilbme est compris entre 3,25 et 3,375. Une nouvelle opéralton 
donne : _ 

3,31 25 = log v^ 6c = log 2053,5250 = log d. 

En continuant ainsi les calculs, on forme le tableau suivant : 

3,5==log a =log 3162, 27766 



3,25=logv^ïÔÔÔa=log6=log 1778, 2794 

3,375 = log v^ = log C = log 237 1 , 3737 

3,3125=log^te =:logd= log 2053, 5250 

3,28125 =:logv^ =log e =log 1910, 95294 

3,265625 =log ^ = log /" =log 1843, 42296 

3,2734375 = log ^ = log flf = log 1 876, 8843 

3,26953125 = log y^ = log h = log 1860, 0784 

3,267578 12 = log v7^ =l0g i =lQg 1851, 7321 

3,26855469 = log )/E =log & =log 1855, 9005 

3,20806641 =log v^î* =log l =log 1853, 8151 

3,26831055 = log v^0 =logm:^log 1854, 8575 

3,26843262 = log \/&m =logn =]og 1855, 3789. 

En comparant, d'une part n et m, et de l'autre k et m, on a 

n = 1855,3789 k= 1855,9005 

m = 1854,8575 m= 1854,8875 

d'où: n — m =0,52 14, ft— m= 1,0430; 

et Ton voit que (n-^m) est à peu près la moitié de (k — m). 
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En comparant, en même temps, d'une part, log n et log m, 
de l'autre, log k et log m, on a : 

log n = 3,26843262 log &= 3,26855469 

log m= 3^26831055 log m ==3^26831055 

d'où:logn— logm=0,000I2207, logft— logm=0,00024414; 

et Ton voit que (log n— -log m) est la moitié de (log fc— log m). 
Ainsi les différences entre les nombres sont entre elles comme 
les différences entre leurs logarithmes. Si Ton admet que, pour 
des nombres aussi rapprochés, cette proportion soit exacte, on- 
en conclura immédiatement le logarithme de 1855. On dira, en 
effet : si pour une différence entre n et m, égale à 0,5214, il y a, 
entre leurs logarithmes, une différence égale à 12207 unités du 
huitième ordre, quelle sera, pour une différence de 0,1425 entre 
. 1 855 et 1 854,8575 , la différence x des logarithmes? et Ton trouvera: 

12207X1425 ^^^^ ua ^ e. j 

x= r^TTi = 3336 unités du 8* ordre. 

5214 

En ajoutant ce nombre au logarithme de m, on a : 
log 1855 = 3,26834391. 

598. DisposmoN des tables de LOGAïUTHBfES DE Gallet. La 
première table est toute simple ; elle contient les nombres entiers 
depuis 1 jusqu'à 1200, disposés, suivant leur ordre, en plusieurs 
colonnes, au haut desquelles on voit la lettre N, initiale du mot 
nombre; à côté et à droite de ces colonnes, on en remarque 
d'autres, au haut desquelles est écrit Log., initiales di) mot 
logarithme; de manière que chaque colonne de nombres est 
immédiatement suivie d'une colonne de logarithmes, et que 
chaque logarithme est placé à droite et dans l'alignement du 
nombre auquel il appartient. On n'a pas mis de caractéristique 
aux logarithmes, parce qu'on la connatt aisément à la seule 
inspection du nombre (30S). Chaque logarithme est donné avec 
huit décimales. 

Cette table est nommée ChUiade I, parce qu'en effet elle con- 
tient les logarithmes du premier mille. {ChUiade est un mot grec 
francisé, qui signifie assemblage de mille unités.) 
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' Les tablas suivantes sont un pea plus composées : elles s'é- 
tendent depuis 1020 jusqu'à 108000. La première colonne, 
qu'on y remarque vers la gauche, et qui est intitulée N, contient 
les nombres entiers depuis 1020 jusqu'à 10800. La colonne sui- 
vante» marquée 0, offre les pariies décimales des logarithmes 
qui appartiennent à ces nombres; en sorte que l'assemblage de 
ces deux colonnes forme la suite de la table première, et donne 
sur-le-champ les logarithmes des nombres depuis 1020 jus- 
qu'à 10800. Chacun de ces logarithmes n'a que sept décimales. 

Si l'on observe la colonne intitulée N, on remarque que les 
nombres, qui la composent, ne sont pas tous écrits en totalité ; les 
deux derniers chiffres à droite de chacun^ d'eux sont seuls in- 
scrits à leur rang; quant aux autres, on ne les voit indiqués 
qu'une fois sur cinq. Mais il est facile de les rétablir, à la lecture. 

Si l'on observe la colonne marquée 0, on voit, vers la gauche 
de cette colonne, certains nombres isolés, de trois chiffres cha* 
cun, qui vont toujours en augmentant d*une unité, et qui ne 
sont pas à des distances tout à fait ^ales les uns des autres. 
Vers la droite de la même colonne, sont des nombres, de quatre 
chiffres chacun, qui ne laissent point d'intervalle entre eux; en 
sorte qu'on pourrait croire, que certains logarithmes n'ont que 
quatre chiffres, tandis que d'autres en ont sept. 

Mais qu'on ne s'y trompe pas; chaque nombre isolé est censé 
écrit au-dessous de lui-4nême, et vis-à-vis chacun des nombres 
de quatre chiffres qui sont dans la même colonne, autant de 
fois qu'il est nécessaire pour que chaque ligne soit remplie : 
lors donc qu'on ne trouve, vis-à-vis un certain nombre, que 
quatre chiffres dans la colonne marquée 0, il faut écrire, vers la 
gauche de ces quatre chiffres, le nombre isolé de trois chiffres 
le plus prochain en montant. Au delà de 10000, les nombres 
isolés ont quatre figures. 

Lorsque deux nombres sont décuples l'un de l'autre, leurs 
logarithmes ont pour différence le logarithme de 10 qui est 1, 
et, par conséquent, leur partie décimale est la même (396). Àin^ 
l'assemblage des deux premières eolc^mes, dont nous venons de 
parler, donne aussi, de dix en dix, les logarithmes des nombres 
compris entre 10200 et 108000. Pour trouver les logarithmes 
des noaibf es intermédiaires, il faut avoir reeours aux colonnes 
marquées 1; 3, 3, 4^ etc. Ces colonnes contietuient les quatre 
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dernières décimales des logarithmes des nombres, terminés par 
les chiffires qui sont en tète de ces colonnes. Ainsi la colonne 
marquée contient les quatre dernières décimales des loga- 
rithmes des nombres, compris entre 10200 et 108000, qui sont 
terminés par un zéro, et en outre les nombres isolés dont nous 
avons parlé, et qui sont aussi censés placés h la gauche des 
chiffres que contiennent les autres colonnes. La colonne mar- 
quée 1 contient les quatre derniers chiffres des logarithmes de 
tous les nombres terminés par 1 ; la colonne marquée 2, ceux des 
logarithmes de tous les nombres terminés par 2; la colonne mar- 
quée 3, ceux des logarithmes de tous les nombres terminés par 3; 
et ainsi de suite jusqu'à 9. On a, par ce moyen, une table à double 
entrée, dans laquelle on consulte d'abord la première colonne, 
marquée N; et, lorsqu'on y a trouvé les quatre premiers chiffres 
du nombre dqnt on veut avoir le logarithme, on suit de l'œil la 
ligne sur laquelle ils se trouvent, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à 
la colonne au haut de laquelle se trouve le cinquième chiffre du 
nombre donné; alors on a sous les yeux les quatre derniers 
chiffres décimaux du logarithme cherché. Quant aux trois pre- 
miers, ils sont exprimés par le nombre isolé qui se trouve dans 
la seconde colonne, le plus prochain en montant. 

La dernière colonne contient les différences des logarithmes 
de deux nombres consécutifs de cinq chiffres et les parties de 
ces différences, c'est-à-dire les produits de ces mêmes différen- 
ces multipliées par ^, ^, ^, etc., jusqu'à ^. Ces produits for- 
ment autant de petites tables qu'il y a de différences. Chacune 
de ces petites tables se trouve placée immédiatement au-dessous 
de la différence dont elle indique les parties. Elle est divisée en 
deux colonnes par une ligne verticale : à gauche sont les nom- 
bres de dixièmes depuis l jusqu'à 9 ; à droite et en regard, sont 
les parties correspondantes. On verra plus loin quel est l'usage 
de ces tables. 

Mais comme, vers le commencement des tables, ces différences 
se trouvent trop nombreuses , et , par conséquent , trop près les 
unes des autres, elles n'auraient pas permis, si elles n'eussent 
occupé qu'une colonne, de placer les petites tables des parties 
proportionnelles dans rinlervalle qui se serait trouvé entre 
elles. C'est pourquoi on les a disposées d'abord sur deux colon- 
nes : la première de ces différences occupe la première colonne ; 
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les deux suivantes, sans sortir de la ligne horizontale où elles 
doivent être placées, sont repoussées à droite, et occupent la se- 
conde colonne ; les deux différences qui suivent se trouvent sur 
la première colonne, et les deux suivantes sur la seconde : ainsi 
de suite. Dans les quatre premières pages, on n'a placé les tables 
des parties de ces différences que de deux en deux. 

Pour rendre ces explications plus claires, nous reproduisons 
ici l'une des pages de la table de Gallet. 
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X. 768 














L. 


885 






4Ô9 


N. 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


4121 


DIFF. 


7680 


885.3612 


3669 


3725 


3782 


3838 


3895 


3951 


4008 


4065 


57 


81 


4178 


4234 


4291 


4347 


4404 


4460 


4617 


4673 


4630 


4686 1 1 


6 


82 


4743 


4800 


4856 


4913 


4969 


6026 


5082 


5139 


5195 


6252 1 2 


11 


83 


5308 


5365 


5421 


5478 


^5534 


5591 


5647 


5704 


5761 


5817 ■ 3 


17 


84 


5874 


5930 


5987 


6043 


6100 


6156 


6213 


6269 


6326 


6382 


4 
5 
6 


23 
29 
34 
40 
46 


7685 


6439 


6495 


65f)2 


6608 


6665 


6721 


6778 


6834 


6891 


6947 


86 


7004 


7060 


7117 


7173 


7230 


7286 


7343 


7399 


7466 


7512 


87 


7569 


7625 


7682 


7738 


779S 


7851 


7908. 


7964 


8021 


8077 '^ 


88 


8134 


8190 


8247 


8303 


8360 


8416 


8473 


8529 


8686 


8642 


9 


61 


89 


8699 


8755 


8812 


8868 


8925 


8981 


9037 


9094 


9150 


9207 




7G90 


9263 


9320 


9376 


9433 


9489 


9546 


9602 


9659 


9715 


9772 




91 


9828 


9885 


9941 


9998 


















886. 








0054 


0110 


0167 


0223 


0280 


0336 




92 


0393 


0449 


0506 


0562 


0619 


0676 


0732 


0788 


0844 


0901 




93 


0957 


1014 


1070 


1127 


1183 


1240 


1296 


1352 


1409 


1466 




94 


1522 


1578 


1635 


1691 


1748 


1804 


1860 


1917 


1973 


2030 




7696 


2086 


2143 


2199 


2256 


2312 


2368 


2425 


2481 


2538 


2594 




96 


2651 


2707 


2763 


2820 


2876 


2933 


2989 


3046 


3102 


3158 




97 


3215 


3271 


3328 


3384 


3441 


3497 


3553 


3610 


3666 


3723 




98 


3779 


3835 


3892 


3948 


4005 


4061 


4118 


4174 


4230 


4287 




99 


4343 


4400 


4456 


4512 


4569 


4625 


4682 


4738 


4794 


4851 




7700 


4907 


4964 


5020 


5076 


5133 


6189 


5246 


5302 


5358 


5415 




01 


5471 


5528 


6584 


5640 


5697 


5753 


6810 


5866 


6922 


6979 




02 


6035 


6092 


6148 


6204 


6261 


6317 


6373 


6430 


6486 


6643 




03 


6599 


6655 


6712 


6768 


6824 


6881 


6937 


6994 


7050 


7106 




04 


7163 


7219 


7275 


7332 


7388 


7446 


7601 


7557 


7614 


7670 




7705 


7726 


7783 


7839 


7896 


7952 


8008 


8065 


8121 


'8177 


8234 




06 


8290 


8346 


8403 


8459 


8515 


8672 


8628 


8686 


8741 


8797 




07 


8854 


8910 


8966 


9023 


9079 


9135 


9192 


9248 


9304 


9361 




08 


9417 


9473 


9530 


9586 


9642 


9699 


9765 


9811 


9868 


9924 




09 


9980 
























887. 


0037 


0093 


0149 


0206 


0262 


0318 


0375 


0431 


0487 




7710 


0544 


0600 


0656 


0713 


0769 


0825 


0882 


0938 


0994 


1051 




11 


1107 


1163 


1220 


1276 


1332 


1389 


1446 


1501 


1568 


1614 




12 


1670 


1727 


1783 


1839 


1895 


1952 


2008 


2064 


2121 


2177 




13 


2233 


2290 


2346 


2402 


2459 


2515 


2671 


2627 


2684 


2740 




14 


2796 


2853 


2909 


2965 


3022 


3078 


3134 


3190 


3247 


3303 




7715 


3359 


3416 


3472 


3528 


3584 


3641 


3697 


3753 


3810 


3866 




16 


3922 


3978 


4035 


4091 


4147 


4204 


4260 


4316 


4372 


4429 




17 


4485 


4541 


4598 


4654 


4710 


4766 


4823 


4879 


4936 


4991 




18 


6048 


5104 


5160 


5217 


5273 


5329 


5385 


6442 


5498 


6664 




19 


5610 


5667 


5723 


5779 


6835 


5892 


5948 


6004 


6060 


6117 




7720 


6173 


6229 


6286 


6342 


6398 


6454 


6511 


6567 


6623 


6679 




21 


6736 


6792 


6848 


6904 


6961 


7017 


7073 


7129 


7186 


7242 




22 


7298 


7354 


7410 


7467 


7523 


7579 


7636 


7692 


7748 


7804 




23 


7860 


7917 


7973 


8029 


8085 


8142 


8198 


8254 


8310 


8366 




24 


8423 


8479 


8536 


8591 


8648 


8704 


8760 


8816 


8872 


8929 




7725 


8985 


9041 


9097 


9164 


9210 


9266 


9322 


9378 


9436 


9491 




26 


9547 
888. 


9603 


9659 


9716 


9772 


9828 


9884 


9941 


9997 


0053 




27 


0109 


0165 


0222 


0278 


0334 


0390 


0446 


0503 


0569 


0615 




28 


0671 


0727 


0784 


0840 


0896 


0952 


1008 


1064 


1121 


1177 




29 


1233 


1289 


1345 


1402 


1458 


1614 


1570 


1626 


1683 


1739 




N. 





1 


2 


3 


4 


5 


'6 


7 


8 


9 
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Oo voit dans la table^ à gaïK^he de la colonne N, deux autres 
colonnes, que nous n'avons pas reproduites, parce qu'elles n'ont 
aucun rapport avec la théorie des logarithmes. 

S V* Usage des tables de logarithmes. 

599. Problème I. Un nombre quelconque étant donnèy trouver 
son logarithme, par le moyen des tables. 

Le nombre donné peut être entier et plus petit que 108000; 
ou bien, il peut être décimal, ses chiffres formant, abstraction 
faite de la virgule, un nombre moindre que 108000. On ramène 
ce second cas au premier; et Ton considère d'abord le nombre 
comme s'il était entier, sauf à donner ensuite à son logarithme 
une caractéristique convenable. 

V"^ Cas. Si le nombre donné est moindre que 1200, on le trou- 
vera dans la première chiliade, parmi les nombres naturels qui 
sont dans les colonnes marquées N. Le nombre qu'on trouvera 
à sa droite, sur la même ligne et dans la colonne suivante, in- 
titulée Log., sera la partie décimale de son logarithme; quant 
à la caractéristique qui convient à ce logarithme, elle est tou- 
jours égale à 0, 1, 2 ou 3, selon que le premier chiffre signiJ5- 
catif du nombre exprime des unités simples, des dizaines, des 
centaines ou des mille. 

2« Cas. Si le nombre donné est compris entre 1020 et 10800, 
on le cherchera dans la table qui vient après la chiliade I; et 
l'ayant trouvé dans la colonne intitulée N, on consultera la co- 
lonne suivante , marquée 0. Si Ton y voit sept chiffres de front 
dans l'alignement du nombre naturel, on aura tout d'un coup 
la partie décimale du logarithme cherché. Mais, si l'on n'y 
trouve que quatre figures, elles donneront les quatre derniers 
chiffres de la même partie décimale; ensuite on remarquera qu'il 
règne, à leur gauche, une marge ou espace blanc; on suivra 
celte marge en montant; et le premier nombre de trois chiffres 
qu'on y rencontrera, exprimera les trois premières figures de la 
partie dédmale du logarithme cherché. Écrivant donc ce 
nombre vers la gauche des quatre chiffres qu'où a dé|à trouvés. 
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on aura un nombre de sept chiffres comme ci-dessus : enfin on 
y joindra une caractéristique convenable. Par exemple ^ à côté 
de 7680, je trouve 8853612 sur la même ligne et dans la co- 
lonne marquée ; j'ai donc, tout d'un coup, la partie décimale du 
logarithme que je cherche ; il ne me reste plus qu'à y joindre 
la caractéristique 3. Si le nombre était 7,680, la caractéristique 
serait zéro; elle serait 1, si le nombre était 76,80; 2, s'il était 
768,0. A côté de 7695, dans la colonne marquée 0, je ne trouve 
que 2086; mais en suivant la marge, le premier nombre que je 
rencontre, en montant, est 886; mon logarithme est donc 
3,8862086. Si le nombre avait cinq figures, et qu'il fût moindre 
que 10800^ on trouverait de même son logarithme. 

3« Cas. Si le nombre est compris entre 1080Ô et 108000, il a 
le plus ordinairement cinq chiffres significatifs; on fera, pour 
un instant, abstraction du dernier, et l'on cherchera, comme ci- 
dessus, le nombre qu'expriment les quatre premiers. On suivra 
de l'œil la ligne sur laquelle on l'aura trouvé, en la parcourant 
de gauche à droite, jusqu'à ce qu'on soit dans la colonne, en 
haut de laquelle est écrit le cinquième chiffre dont on a fait 
abstraction. Les quatre figures qui sont, tout à la fois, dans 
Talignement des quatre premiers chiffres du nombre donné, et 
dans la colonne qui répond au cinquième, exprimeront les qua- 
tre dernières décimales du logarithme dé ce nombre. Quant aux 
trois premières, on les trouvera, comme ci-dessus, en remon- 
tant le long de la marge de la colonne intitulée 0. Soit, par 
exemple, 772,37 dont on veut le logarithme; je cherche 7723 
dans la colonne N, je ne vois rien dans son alignement à la 
marge de la colonne 0; mais un peu plus haut, je r«ïcontre 887 
dans cette marge ; je parcours la ligne du nombre 7723, et je 
m'arrête à la colonne marquée 7, sur laquelle (dans l'aligne- 
ment de 7723) je trouve 8254. La partie décimale de mon loga- 
rithme est donc 0,8878254; et ce logarithme est 2,8878254. Si le 
nombre était compris entre 100000 et 108000, on trouverait de 
même son logarithme. 

400. Cas où le nombre donné n'est pas pans la table. Les 
explications très-dêtaillées, qui précèdent, donnent le moyen 
de trouver le logarithme d'un nombre entier moindre que 
108000, et celui d'un nomlure décimal, dont les diiffires» abstrao 
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tion faite de la virgule , expriment un nombre inférieur i 
cette limite. Pour trouver les logarithmes des nombres plus 
grands, on remarque qu'en divisant ces nombres par une puis- 
sance convenable de 10, on pourra toujours les réduire à être 
compris dans les limites de la table. Or, une pareille division 
diminue un logarithme d'un nombre entier d'unités (396), et ne 
change pas, par conséquent, sa partie décimale. Le problème 
se réduit donc à trouver le logarithme d'un nombre qui n'est 
pas entier, et qui est inférieur à 108000. 

Pour cela, on admet gue, dans des limites peu éloignées, F accrois- 
sement des logarithmes est proportionnel à celui des nombtes. 

Soit, par exemple, un nombre 76807,753; on dira : 

le logarithme de 76807 est 4,8854008; 

celui de 76808 est 4,8854065 ; 

leur différence, indiquée dans la table, est 57 (unités décimales 
du septième ordre) ; par conséquent, lorsque le nombre aug- 
mente d'une unité, son logarithme augmente de 57 ; si donc le 
nombre augmente seulement de 0,753, son logarithme augmen- 
tera d'une quantité rc, déterminée par la proportion 

0,753 X ' 

d'où: a?=57X 0,753. 

Ainsi, pov/r avoir x, on multiplie la différence tabulaire par la 
partie décimale du nombre donné. 

Dans la multiplication de 57 par 0,753, il ne faudra prendre 
que la partie entière du produit; car la partie décimale expri- 
merait au plus des dixièmes d'unité du septième ordre, c'est-à- 
dire des unités du huitième ordre, que l'on néglige dans la 
valeur des logarithmes. 

Pour multiplier 57 par 0,753, on le multipliera successive- 
ment par 7, 5 et 3 ; ces produits se trouvent tout calculés dans 
le tableau placé au-dessous de 57, dernière colonne à droite de 
la table. Ils sont réduits aux chiffres que l'on doit conserver, en 
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supposant que le multiplicateur exprime des dixièmes. Ainsi, 
Yis-à-vis de 7, on trouve 40, au lieu de 39,9 qui serait le produit 
exact; vis-à-vis de 5, on trouve 29 au lieu de 28,5; vis-à-vis de 
3, ojï trouve 17 au lieu de 17,1. Dans le cas actuel, 5 exprimant 
des centièmes, le produit correspondant sera 2,9, auquel on 
substituera 3 : 3 exprimant des millièmes, le produit correspon- 
dant devra être divisé par 100; il exprimera alors 0,17, et on le 
négligera. 

La valeur de x sera, d'après cela, 43; et, pour avoir le lo- 
garithme demandé, il faut ajouter au logarithme de 76807, 
43 unités du septième ordre; ce qui fera 4,8854051. 

Si Ton voulait le logarithme de 76807753, il serait évidenmient 
7,8854051. En 'général, pourvu que l'on conserve les mêmes 
chiffres, dans le même ordre, à quelque place que l'on mette 
la virgule, la partie décimale du logarithme reste la même. 

Remarque. On dispose les calculs de la manière suivante : 



nomore. 

76807 

7 


ijoguiuime. 

. 8854008 
40 




5 

3.... 


2 


d 

17 



Log 76807,753=4,8854051 

Dans Taddition, on n'écrit pas les sommes partielles prove- 
nant des chiffres situés à droite de la ligne verticale ; on ne 
conserve que les retenues qu'elles peuvent donner pour le 
septième ordre. 

401. Problème II. Un logarithme étant donnée trouver^ par le 
moyen des tablesy le nombre auquel U appartient. 

l*' Cas. Si le logarithme, abstraction faite de la caractéris-^ 
tique, se trouve parmi ceux de la première chiliade, on aura 
sur-le-champ le nombre qui lui correspond ; ce nombre sera 
dans la colonne marquée N, qui précède immédiatement celle 
qui contient le logarithme donné, et dans l'alignement de ce 
logarithme. Après l'avoir écrit, on placera la virgule, de manière 
que le nombre ait un chiffre entier de plus qu'il n'y a d'unités 
à la caractéristique (598). 
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Exemples: 2, 170261 72 =log 148; 

0,06781451 =log 1,169. 

2« Cas. Si le logarithme ne se trouve pas dans la première 
table, on cherchera les trois premières décimales de ce loga- 
rithme parmi les nombres isolés que l'on voit dans la colonne 
marquée 0, de la seconde table ; et les ayant trouvées, on cher* 
chera les quatre dernières figures du logarithme parmi les 
nombres de quatre chiffres, qui sont dans cette même colonne, 
en descendant. Si Ton trouve ces quatre dernières figures, on 
verra le nombre cherché dans la colonne marquée N, et sur 
leur alignement. On écrira ce nombre, et l'on donnera à la vir- 
gule la place que lui assigne la caractéristique du logarithme. 

Exemples : 4,8872796 =log 77140; 

2,8863779 =log 769,8. 

3« Cas. Si Ton ne trouve pas, dans la colonne marquée 0, les 
quatre dernières figures du logarithme donné, on s'arrêtera à 
celles qui en approchent le plus en moins; on suivra la hgne 
sur laquelle on se sera arrêté, en la parcourant de gauche à 
droite ; et, si l'on trouve dans cette ligne les quatre dernières 
figures du logarithme donné, on suivra, en montant ou en des- 
cendant, la colonne dans laquelle on les aura trouvées; le chiffre, 
qu'on verra à la tête et au pied de celte colonne, sera la cin- 
quième figure du nombre cherché, dont les quatre premières se 
trouveront, comme ci-dessus, dans la colonne marquée N. 

Veut-on savoir, par exemple, à quel nombre appartient le 
logarithme quia, pour partie décimale, 8871276? je cherche 
887 parmi les nombres isolés de la colonne marquée 0; je par- 
cours, en descendant, la même coloîme, et je trouve que 1107 
approche le plus en moins de 1276; je suis la ligne qui com- 
mence par 1107, et je trouve 1276 sur cette ligne; je monte 
dans la colonne qui contient 1276, je trouve le chiffre 8 à la tête 
de cette colonne; je viens à 1276, et je vois que la ligne, où il se 
trouve, répond au nombre 7711 ; j'écris ce nombre, et à sa droite 
le chiffre 3 que j'ai déjà trouvé : ce qui me donne 771 13. C'est 
le nombre qu'il fallait trouver. Je place ensuite convenablement 
la virgule, d'après la valeur de la caractéristique. 
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Exemples: 4,887i276=k)g77llâ; 

2,887I276=log 771,13. 

4« Cas. Si le logarithme donné ne se trouve dans aucun des 
cas précédents, pour avoir le nombre auquel il appartient, on 
cherchera, comme ci- dessus (3« Cas), le logarithme qui en 
approche le plus en moins. On cherchera le nombre entier cor- 
respondant ; ce nombre et le suivant comprendront le nombre 
demandé, et Ton cherchera là différence avec un de ces nombres 
entiers, à l'aide de la proportion admise (400). 

Exemple. Soit à chercher le nombre dont le logarithme a , 
pour partie décimale, 8870282. On trouvera, comme il a été dit, 
que ce logarithme est compris entre 8870262 et 8870318, qui 
correspondent aux nombres 77095 et 77096; la différence de 
ces deux logarithmes, indiquée dans la table, est 57 unités du 
dernier ordre ; et le logarithme donné surpasse le plus petit des 
deux de 20 unités du même ordre. On dira donc : à une diffé- 
rence 57 entre les logarithmes correspond une différence 1 entre 
les nombres; donc, à une différence 20 entre les logarithmes 
doit correspondre, entre les nombres, une différence x déter- 
minée par la proportion 

57_1_. 

20 "^0?' 

20 
d'où l'on conclut, a?=— > et, par suite, le nombre -hcrché est 

20 
77095 +—, OU, en réduisant en décimales, 77095,35. 

Ainsi, pour avoir x, U faut diviser la différence entre le loga- 
rithme donné et le plus petit de ceux qui le comprennent, par la dif- 
férence tabulaire. 

Remabque L Si Ton retranche Tun de l'autre les deux loga- 
rithmes consécutifs 8870262 et 8870318, on trouve pour diffé- 
rence 56 et non 57. On peut aflopter néanmoins la différence 57 
donnée par Callet, qui, à cause des chiffres décimaux non écrits 
dans la table, est peut-être aussi près de la véritable que 56. 

Remarque II. On peut, à Vaide de la petite table des parties 
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proportionnelles, effectuer la réduction de x en décimales. On 
y cherche, dans la colonne de droite, le nombre qui approche 
le plus de 20 en moins; on trouve 17, qui correspond à 3; 3 est 
le chiffre des dixièmes du nombre cherché. Comme il reste 
encore (de 17 à 20) 3 unités du septième ordre, on les convertit 
en 30 unités du huitième ordre ; on cherche de nouveau, dans 
la colonne de droite, le nombre qui approche le plus de 30, et 
le chiffre 5, qui est à gauche de 29, est le chiffre des centièmes. 

Remarque III. On dispose le calcul de la manière suivante : 

Logirithme. Nombre. 

8870288 

8870262 77095 

20 35 

4,8870282 = log 77095,35. 

Si Ton voulait le nombre qui a pour logarithme 5,8870282, 
il serait évidemment 770953,5. En général, après avoir trouvé, 
comme ci-dessus, les sept chiffres consécutifs du nombre de- 
mandé, en faisant abstraction de la caractéristique du loga- 
rithme, on place la virgule, de manière à séparer, sur la gauche, 
un nombre de chiffres supérieur d'une unité à cette caracté- 
ristique. 

402. ^MARQUE IV. Nous ne pouvons pas indiquer ici la 
limite de l'erreur que Ton peut commettre , en supposant l'ac- 
croissement des logarithmes proportionnel à celui -des nombres. 
Nous ferons observer seulement, que l'inspection des tables 
montre que cette proportionnalité est à peu près exacte dans 
des limites assez écartées. La différence de deux logarithmes 
consécutifs varie, en effet, très-lentement; et, au degré d'ap- 
proximation que donnent les tables, elle reste souvent con- 
stante pendant plusieurs pages; il en résulte évidemment que, 
pour les nombres entiers compris dans ces pages, l'accroisse- 
ment des logarithmes est proportionnel à celui des nombres. 

Lorsque l'on emploie cette proportion pour compléter le 
logarithme d'un nombre (400), Terreur ne porte que sur les 
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unités décimales d'un ordre inférieur au septième. Lorsqu'on 
l'applique à la recherche du nombre correspondant à un loga- 
rithme donné (401), elle ne peut fournir, au degré d'approxi- 
mation des tables, que deux chiffres au plus, en sus des cinq 
chiffres que donne la lectare directe, 

g VI. Application de la théorie des logarithmes. 

403. Moyen d'effectuer les multiplications, divisions, etc. 
Lorsqu'un nombre inconnu résulte de multiplications, divi-» 
sions, élévations aux puissances ou extractions de racines, effec- 
tuées sur des nombres donnés, pour déterminer sa valeur, on 
cherche celle de son logarithme , qui résulte d'opérations beau- 
coup plus simples. Le logarithme étant connu, on détermine le 
nombre correspondant, comme il a été dit (400). 
Exemple. Calculer l'expression : 

_ V^36926,5» X 0^2629 
"^ , V^6258,96« 
On a , d'après les principes (387 et suiv.): 

log a? = f log 36926,5 + 1 log 2629 — f log 6258, 96. 

On cherche les trois logarithmes dans les tables, et on effectue 
le calcul : 

lo 36926 5673323 

5 59 

log 36926,5= 4,5673382 
3log 36926,5= 13,7020146 
^ log 36926,5 i=r 1,9574307 

2° log 2629 = 3,4197906 

^log2629 = 0,6839581 

3« 62589 7964980 

6 42_ 

log 6258,96= 3,7965022 
2log«258,96= 7,5930044 

§log6258,96 = 2,5310015 

loga?=: 0,1103873 

1103873 

1103540 12893 

333 99 

Donc: a? = 1,289399. 

Alg. Éh. B. 27 
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4044 Cas rà quelques-uns des nombres i>onnés sont plus 
PETITS QUE l'unité« D'après nos définitions ^ les nombres plus 
grands que Funitépnt seuls des logarithmes. Il est donc essen- 
tiel que les nombres , sur lesquels on opère , remplissent tous 
cette condition. Or on pourra toujours faire en sorte que cela 
ait lieu; car, si Ton a à multiplier un nombre par un nombre a 

inférieur à l'unité, on pourra le diviser par le nombre - , qui 

est plus grand que 1 ; et, si Ton a à le diviser par a, on pourra 

le multiplier, au contraire, par -• 

Exemple. Calculer l'expression : 

On écrit: - = (v^y; 

et l'on a : logo? == f (log 13572 — log 1 1). 

Or on trouve : log 13572 = 4,1326439 

log 11 =1,0413927 

log 13572 --log 11 = 3,0912512 

2(log 13572— log 11) = 6,1825024 

log a?= I (log 13572 —log 1 1) = 2,0600341 

0608341 

0608111 11603 

230.^ 608 

Donc: a? = 115,03608. 

408. Cas où le nombre A calculer est moindre que l'unité. 
Si le nombre à calculer était lui-même moindre que 1, nos défi- 
nitions ne lui assigneraient pas de logarithme. Dans ce cas, on 
le multiplierait, au préalable, par une puissance de 10 assez 
grande, pour que le produit surpassât l'unité ; on appliquerait 
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alors la méthode précédente, et l'on diviserait le résultat par 
cette puissance de 10. 



Exemple. Calculer l'expression : 



Gomme x est plus petit que 1 , on le multipliera par 10*^, 
n devant être déterminé plus tard; et l'on aura : 



V 375' 



10^Xa.= 10''X\/^X^ = -r ^^' 



10000 //375X 10000 



V" 5142 
et, par suite, 

log(10»Xa?) = n— i(log375+logl0000—log5l42). 

Or on trouve : log 375 = 2,5740313 

logl0000 = 4^ 
log 5142 = 3,71 11321 
log 375 + log 10000 — log 5142 = 2,8628992 
{ (log 375 + log 10000 — log 5142) = 0,5725798. 

On voit qu'il suffira de prendre n= 1, pour que la soustraction 
puisse s'effectuer. On aura donc : 

log 100?= 1—0,5725798 = 0,4274202. 

On calcule ensuite le nombre correspondant : 

0,4274202 

0,4274050 26755 

"752 94 

Ainsi: . 10a?= 2,675594; d'où 0^=0,2675594. 

S VII. Des caractéristiques négatives. 

406. DÉFINmON DE LA CARACTÉRISTIQXJE NÉGATIVE. NoS défini- 
tions n'assignent pas de logarithmes aux nombres plus petits 
que l'unité; et, pour étendre jusqu'à eux le bénéfice de ce pro- 
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cédé abrégé de calcul, nous venons de voir (408), qu'on doit les 
rendre supérieurs à 1, en les multipliant par une puissance 
convenable de 10. Mais ce n'est pas ainsi que Ton procède ordi- 
nairement dans la pratique. On ne change pas les nombres 
moindres que l'unité; on définit, par une convention formelle, 
les logarithmes de ces nombre?, et l'on démontre que les pro- 
priétés, dont jouissent les logarithmes ordinaires (n°* 587 et 
suiv.), s'étendent sans modifications aux logarithmes nouveaux. 
Pour définir le logarithme d'un nombre A inférieur à l'unité, 
nous remarquerons qu'on peut toujours multiplier A par une 
certaine puissance n de 10, choisie de telle manière que le pro- 
duit soit plus grand que 1 , et ait par conséquent un logarithme 
(579). Or on a vu (596) que, lorsqu'on divise par 10* un 
nombre plus grand que 10*, la partie décimale de son loga- 
rithme ne change pas, mais la caractéristique (qui est au moins 
égale à n), est diminuée de n unités. On convient d'étendre ce 
théorème aux nombres plus petits que 10*, lesquels, par la 
division, deviennent inférieurs à l'unité, et de nommer loga^ 
rithme de kle logarithme de (A X 10*) , diminué de n unités. 

Exemple. Quel est le logarithme de 0,0076807753 ? 

Si, pour fixer les idées, on multiplie ce nombre par 1000, de 
manière à le rendre plus grand que 1 et plus petit que 10, le 
produit est 7,6807753, et son logarithme est (400) 0,8854051. 
On devra retrancher 3 du résultat pour avoir le logarithme 
cherché. Ainsi, par définition : 

log 0,0076807753 = 0,8854051 —3. 

Comme 3 est un nombre entier, on le retranche de la caracté- 
ristique qui devient négative, et la partie décimale reste posi- 
tive. On écrit d'ailleurs ainsi le résultat : 

log 0,0076807753 = 3,8854051. 

Si, pour rendre un nombre A plus grand que 1 et plus petit 
que 10, il faut le multiplier par 10*, la caractéristique du pro- 
duit, qui est zéro, devient — n après la soustraction. On en con- 
clut aisément, que la caractéristique négative du logarithme d*tm 
nombre inférieur à V unités contient v/n nombre d*unités égal au 
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rang qu^ occupe y àpo/rtir de la virgule , le premier chiffre signifir 
catif du nombre. 

407. Calculs relatifs aux nombres moindres que l'unité^— 
Il résulte de la convention, qui sert de définition aux logarithmes 
des nombres inférieurs à l'unité, que Von calcule la partie dé- 
cimale de ces logarithmes daprès les règles posées (399 et 400}^ 
c^est'à^dire en faisant abstraction de la virgule, et que l'on donne 
ensuite au résultat une caractéristique négative^ dont la valeur est 
égale au ra/ng du premier chiffre significatif du nombre après la 
virgule. 

Inversement, on calcule les chiffres du nombre correspondant 
à un logarithme dont la caractéristique est négative , diaprés les 
règles posées (401. et 402), c'est-àr^ire en faisant abstraction de la 
caractéristique; et Von place ensuite la virgule, de manière que le 
rang du premier chiffre significatif, à partir de la virgule, soit égal 
au nombre dunitès de la caractéristique. 

403. Extension des PROPRjérés des LOGARiTHifES, au cas où 
LES nombres SONT MOINDRES QUE l'unité. — La propriété fonda- 
mentale des logarithmes consiste en ce que le logarithme d^un 
produit de deux facteurs est égal à la somme des logarithmes des deux 
facteurs. Nous allons montrer que cette propriété s'étend au cas 
où les facteurs sont moindres que l'unité. 

Soient deux nombres A, B, tous deux inférieurs à 1 : soient 
lO' et 10« les puissances de 10, par lesquelles on doit les multi- 
plier, pour qu'ils deviennent plus grands que l et plus petits 
que 10. Les logarithmes des deux produits seront compris entre 
et 1 (503) ; de sorte qu'en les désignant par 0,a et 0,6, on aura : 

log(AX10P)=:0,a, 

log(BX10«) = 0,6. 

Il résulte alors de la définition (406), que : 

logA=0,a— p, 

logB=0,6— g; 
et, par conséquent, 

[1] iogA + logB=0,a+0,6— p-g. 
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D'un autre cAtë, la propriété rondamentale (3ftT), appliquée 
aux nombres (A X IC) et (BX 10«), plus grands que 1, donne: 

*log{(AXlO')(BXlO')|=log(AX10^ + log(BX10«), 

ou log (AB X 10P+«) = 0,a + 0,6 ; 

et par suite, si Ton applique au nombre AB, qui est plus petit* 
que 1, la conyention (406), c'est-à-dire , 

logAB=log(ABxiO'^«) — (p+«), 
on en conclut *. 
[S] logAB=»0,a+0,6— (i) + g). 

Comparant enfin lés égalités [1] et [2], on en tire : 
[3] logAB = logA + logB. 

C'est ce qu'il fallait démontrer. On démontrerait la proposition, 
dans le cas où l'un des nombres A, B, serait plus grand que l, 
en suivant une marche analogue. 

La propriété fondamentale étant ainsi étendue à tous les cas, 
les autres propriétés des logarithmes (590, 59i, 59«), se trou- 
vent, par cela même, généralisées: car elles sont des consé-* 
quences de la première. 

409. RÈGLES DE CALCUL POUR LES OPÉRATIONS A EFFECTUER SUR 
LES LOGARITHMES A CARACTÉRISTIQUE NÉGATIVE. — Un logarithme, 

à caractéristique négative, doit être regardé comme un binôme 
de la forme ( — a + ô), dans lequel —a représente la caracté- 
ristique, et b la partie décimale. Par conséquent, si l'on rencontre 
un pareil nombre dans une addition, on devra additionner fa 
partie décimale, et soustraire ta caractéristique. Si Ton a, au 
contraire, à le soustraire, on devra retrancher la partie déci- 
male, et ajouter la caractéristique. 

Exemples. 

Addition. Soustraction. 

2,7396452 3,6236729 

3,6854386 2,7854831 

2,6734895 2,7381898 
T,098673S 
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SI Toô a à multiplier an nombre, à caractérigtique négative, 
par un nombre entier, on multiplie séparément la partie déci- 
male et la caractéristique par le multiplicateur, et l'on fait en- 
suite la réduction. 

Exemple. 

Multiplication. 

3,89367389 
24 

357469544 
178734772 
21,44817264 
— 72 

Le produit est : 51,44817264. 

S'il s'agit d'une division par un nombre entier, on divise d'a- 
bord la caractéristique négative du dividende par le diviseur; et 
si la division se fait exactement, on achève l'opération, en divisant 
la partie décimale. Mais, si la caractéristique du dividende n'est 
pas exactement divisible par le diviseur, pour conserver au quo- 
tient la forme qu'a le dividende, on prend le quotient par excè»; 
on obtient ainsi la caractéristique négative du quotient, et un 
reste positif, que l'on ajoute à la partie décimale du dividende ; 
et, en divisant la somme par le diviseur, on trouve la partie déci- 
male positive du quotient. 

Exemples. 

Division: 1" cas. Division ; V cas. 



12,7328642 
2 



6 13,267295815 



12,1221440 3|3,4534591 

Le premier cas n'a pas besoin d'explication. Quant au second, 
on remarque que, 13 n'étant pas divisible par 5, et le plus petit 
nombre, supérieur à 13 et divisible par 5, étant 15, on peut écrire 
le dividende sous la forme— 15 + 2,2672958 ; que le quotient de 
—15 par 5 est — 3, et que celui de 2,2672958 par 5 est 0,4534591; 
que par suite, le quotient complet est 3,4534591. Ce résultat 
s'obtient évidemment par la règle énoncée plus haut. 
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410. Appucation. Ces conventions nous permettent d'ap- 
pliquer les procédés ordinaires du calcul des logarithmes, dans 
le cas où certains nombres sont moindres que l'unité, sans qu'il 
soit nécessaire de les rendre, au préalable, plus grands que 1. 
Reprenons, en effet, le calcul du n^" 405. On demande de calculer 
l'expression : 



^=\/S><^- 



On a: Ioga?=g(log^+log0,5l42). 

Or: ï^?3^=ï^fif 1 —log375=:0— 2,5740313, 

ou log^= 3,4259687; 

puis log 0,5142 =î,7111321; 

donc: log|ig + log0,5142 = 3,1371008, 

et 5(log^ -hlog0,5142)= r,4274202. 

Par suite, le nombre correspondant est : a? = 0,2675594. 

§ yin. Emploi des compléments. 

411. DÉFINITION. On appelle complément d'un nombre N à 
10, la différence 10— N. Si le nombre N est positif et plus 
petit que 10, les chiffres du complément sont les compléments à 
9 des chiffres de N, à l'exception du dernier chifiRhe significatif 
de droite, qui est le complément à 10 du dernier chiffre de N. 

Exemples. O 3,72543 = 6,27457 ; 

C» 7,28540 =2,71460. 

Si le nombre est positif et plus grand que 10, on obtient la 
partie décimale du complément d'après la même règle ; et pour 
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avoir la partie entière, oh retranche 10 de la partie entière du 
nombre^ on ajoute 1, et on donne au résultat le signe — • 

Exemple. C» 12,7258 = 3,2742. 

Car on a à soustraire de 10 le nombre 12,7258 (409). 

Si le nombre N a une caractéristique négative, on ajoute à 10 
celte caractéristique, changée de signe, en la diminuant d'une 
unité, et l'on écrit, à la suite, le complément de la partie déci- 
male. _ 

Exemple : C» 3,74652= 12,25348. 

Car on a à exécuter l'opération 10+3—0,74652. 

412. Usage des compléments. Lorsque, dans les calculs loga- 
rithmiques, on est conduit à faire une soustraction» on la trans- 
forme le plus souvent en addition, à l'aide des compléments. 
On a, en effet, identiquement : 

a— 6=a+(10— 6)— 10. 

Il suffit donc, pour calculer la différence (a— 6), d'ajouter à a 
le complément de 6, et de retrancher 10 du résultat. 

En général, pour calculer l'expression (a— 6+c— d+e— /), 
on la remplace par l'expression équivalente 

(a-|-C*6+(?+G*d+e+CY— 30), 
dont la valeur s'obtient par une addition. 

o 

Exemple. Calculer la cinquième puissance de ^. On a : 

log 2= 0,30103000 

log 37 = 1,56820172 
CMog37 = 8,43179828 

l0g^ = .. 2,73282828; 



'^iiè'- 



:5log^= 7,66414140. 



6641414 

6641341 46146 

73 77 

Donc: Œ\ =0,0000004614677. 
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S IX* Des différtDU tystèmM de lagaiilhmM. 

413. Il Y A UN NOMBRE INFINI DE STSTÊlfES DE LCKÏAMTHfifES. 

On peut chûiiir à volonté deux progressions, Tune par diffé- 
rence et commençant par zéro, l'autre par quotient et commen- 
çant par 1 ; elles fourniront un système de logarithmes, qui j ouira 
de toutes les propriétés démontrées (n*^ S87 et suiv.)* Ces sys- 
tèmes sont donc en nombre infini. Ils sont liés les uns aux 
autres par une loi très-simi^y qui résulte du théorème suivant. 

414. THéoRiME. le rapport de$ logarithmes d€ dmm nombres esl 
le même dans toits les systèmes. 

En effet, soient A et B deux nombres quelconques; et soit — 

la fraction, à termes entiers, qui, dans un certain système, re- 
présente le rapport de leurs logarithmes. Nous aurons : 

f^î BP=T ^'^ nlogA«mlogB. 
Or cette dernière égalité équivaut à : 

logA-=logB*; d*où A*=B~. [2]. 

Hais, si l'on considère un autre système de logarithmes, dans 
lequel les logarithmes soient indiqués par la notation log^. on 
pourra prendre, dans ce système, les logarithmes des deux 
membres de l'és^té [2] ; et Ton aura : 



[3]. 



nlag'A=^log'B, d'où î^l^^î- 

Par suite : 

m log^A _logA 

^^ ' log'B^logB* 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Reicarque. La démonstration précédente suppose, que le rap- 
poi1 des deux logarithmes considérés est commensurable. S*il 
n'en était pas ainsi, on pourrait en considérer deux autres, aussi 
peu différents qu'on voudrait des premiers, et qui rempliraient 
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cette condition : le théorèrae s'y appliquant, quelque rappro- 
chés qu'ils soient des deux logarithmes proposés, nous regar- 
dons, comme évident, qu'il s'applique également à ceux-ci. 

415. GoROiXAiRE. On tire de l'égalité (4) : 

fBi log-A_log-B 

*■ -• log A""log B* 

Ainsi, le rapport des logarithmes d'\m même nombre^ dans dew 
systèmes différents^ est lé mJème pour tous les nombres. 

416. Module. Si, pour deux systèmes déterminés, on repré- 
sente ce rapport constant par H» on a : 

[6], log'A=MlogA- 

Par conséquent, lorsqu*on connaît les hgarUhm^s de tous les 
nombres dans un certain système, pour avoir les logarithmes dans 
un autre système, U faut multiplier les premiers par un nombre 
constant M. Ce nomfore^constant s'appelle le module du nouveau 
système par rapport au premier. 

417. Base. Il résulte du théorème précédent, qu'une table de 
logarithmes étant construite, on pourra en construire une se- 
conde, pourvu que l'on connaisse un seul des logarithmes du 
nouveau système. Car on tire de l'égalife [4] : 

[7] . iog'A=logAx}^. 

Si donc on connaît log' B, pour avoir le nouveau logarithme 

k)ff' B 
de A, il suffira de multiplier log A par le rapport connu . ^ ^ . 

Pour définir un système de logmtbmes, on donne ordinaire- 
ment le nombre qui a pour logarithme l'unité. Ce n(mkbre se 
nomme la base du système. 

La base du système vuigaûre est 10. 

418. Calcul du logarithme d'un nchibre daiïs un ststâme 
QUELCONQUE. D'après ce qui précède, les tables de logarithmes 
vulgûres, calculées poor k easoù la base est 10, permettent de 
eakmter le iogarilhiM d'im nombre dans un système qndconque. 
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Proposonsnous^ par exemple, de calculer le logarithme de 7698, . 
dans le système dont la base est 12. On trouve, dans les tables 
de Gallet, que, dans le système dont la base est 10, 

log 7698 = 3,8863779, log 12=1,07918125. 

Dans le système dont la base est 12, on a : 

log'7698=a?, log' 12 = 1. 

Donc (417) : 

0^=3,8863779 Xp^^. 

OU a?=3,60122815. 

419. Calcul de la base d'un système, dans lequel on connaît 
LE logarithme d'un NOMBRE. ProposoDs-nous, par exemple, de 
trouver la base du système, dans lequel le logarithme de 25 est 
0,78321. On a, dans ce système, en désignant la base par x : 

log' a?= 1, log' 25 =0,78321. 

Mais, dans le système vulgaire, on a : 

log 25 = 1,39794001. 

Donc (417): log a?=ij||||^= 1,7848853, 

et, par suite, a?=60,93759. 

RÉSUMÉ. 

372. Définition des logarithmes au moyen de deux progressions. — 
373. Extension de la définition aux termes que Ton peut introduire 

. dans les progressions par insertion de moyens. — 374. De quelque 
manière qu'un nombre arrive à faire partie de la progression par quo- 
tient, son logarithme sera toujours le même. — 375. Les logarithmes 
calculés, eu insérant différents nombres de moyens, font partie d'un 
même système. — 376. Les termes consécutifs de la progression par 
quotient peuvent différer aussi peu qu'on le voudra. — 377. Il y a en- 
core une infinité de nombres plus grands que 1, auxquels les défini- 
tions précédentes n'assignent pas de logarithmes. — 378. Définition des 
logarithmes des pombres qui ne peuvent pas faire partie de la progres- 
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\i sion par quotient. — 579. Tout nombre, plus grand que 1, a un loga^ 

rithme. — 580. Définition d'un nombre incommensurable, comme 
mesure d'une grandeur, qui est la limite commune des grandeurs mesu- 
rées par des nombres commensurables plus grands ou plus petits. — 
581. Définition de l'addition et de la soustraction des nombres incom- 
mensurables. — 582. De la multiplication. — 585. De la division. — 
584. Des racines. — 58^. ¥n nombre incommensurable est toujours 
compris entre deux nombres commensurables aussi peu différents qu'on 
le désire. ^ 586. Extension des théorèmes démontrés pour les nombres 
commensurables, au cas où les nombres sont incommensurables. — 
587. Le logarithme d'un produit de deux facteurs est égal à la somme 
des logarithmes des facteurs. — 588. Le théorème s'étend au cas des 
incommensurables. — 589. Extension au cas de plus de deux facteurs. 

— 590. Logarithme d'une puissance entière et positive. — 591. Loga- 
^ rithme d'un quotient. — 592. Logarithme d'une racine. — 595. Sim- 
i plification qu'amènent les théorèmes précédents. — 594. Définition des 
î logarithmes vulgaires. — 598. Caractéristique. — 596. Quand on mul- 
; tiplie un nombre par une puissance de 10, la partie décimale de son 

logarithme ne change pas. — 597. Construction des tables. — 598. Dis- 
position des tables de Callet. — 599. Ëtant donné un nombre, trouver 
son logarithme. — 400. Cas où le nombre donné n'est pas dans la table. 

— 401. Un logarithme étant donné, trouver le nombre correspondant. 

— 402. Remarque sur l'erreur commise en employant la proportion. — 
405. Application. — 404. Cas où quelques-uns des nombres donnés 
sont plus petits que l. — 408. Cas où le nombre donné est plus petit 

'que 1. — 406. Définition de la caractéristique négative. — 407. Ma-r 
nière de calculer le logarithme d'un nombre moindre que l'unité, et 
le nombre correspondant à un logarithme à caractéristique négative. 

— 408. Les propriétés, relatives aux logarithmes des nombres plus 
grands que l'unité, s'étendent aux nouveaux logarithmes. —409. Com< 
ment on effectue les quatre opérations sur les nouveaux logarithmes. — 
410. Exemple d'un calcul, par logarithmes, d'un nombre moindre que 
l'unité. — 411. Ce qu'on nomme complément d'un nombre à 10 ; règle 
pour le calculer. —412. Usage des compléments, pour substituer une 
addition à une soustraction. -- 415. Il y a une infmité de systèmes de 
logarithmes. — 414. Le rapport des logarithmes de deux nombres est 
le même dans tous les systèmes. — 41 8. Le rapport des logarithmes d*un 
même nombre, dans deux systèmes différents, est le même pour tous 
les nombres. — 416. Ce qu'on nomme module d'un système. — 
417. Base d'un système. — 418. Calcul du logarithme d'un nombre 
dans un système quelconque, connaissant les logarithmes de tous les 
nombres dans le système vulgaire. — 419. Calcul de la base d'un sys- 
tème, dans lequel on connaît le logarithme d'un nombre. 
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EXERCICES. 

I. Quelle est là niion q d'une progresrioa par quotient de 11 termes, dont 
le premier terme est 10» et dont le dernier est 100? Qœllo est la somme S dé 
cette progression T 

Ontroure: çsl, 258925, 6=447, 5«ia 

II« Quelle est la liise • d'un système de logarithmes, dans leqnel 6 est le lo- 
'garithme de 729 T 

Ontronve: «=3. 

m. Quelles sont lesbaseseommensoraUes, telles qne le logarithme de 20 soit 
e(»mnensarable? 

On trouve que la base est égale à 20^ , p étant entier. 

IV. Quelle est la base x du système, dans lequel un nombre entier donné a 
est égal à son logarithme? 

Ontroure: «:sV»- 

V. Résoudre le système : 

fl^+y«=«^, log«+logy=5. 

On remarque que la seconde équation équivaut à'rryz=\^lO"; et Ton est ra- 
mené à un problème connu. 

VI. Résoudre la système 

flp«-|-y<=a*, logâP + logy=^, 
Même méthode. 

VII. Calculer l'expression : 

(yïÔ732872)** 
On trouve : a? == 6439, 743. 

VIU. Calculer Texpression: 

(v^O ,0000782567)' 



(^0,000389672)^ 
On trouve: »==: 0,006875045, 



»" 
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IX. Calculer Texpression : 

)Ja-\-d>Je 
dans laquelle (I±=4,6286!i7, b=21,t285T, 6—^, <I±=0,008Î5, «=4839. 
On trouve: «=3966,30. 

X. Calculer Texpression : 






KO 

dans laquelle aa37 ,35125» ds:3,2789, ei»^, <l:fe:38,54> ««0,00852$. 
On trouve : «s=0|3648341. 
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CHAPITRE 111. 

DES INTÉKÊTI? COMPOSÉS ET DES ANNUITÉS. 

S I. Des intérêts composés. 

420. DÉFINITIONS. Lorsqu'un capital est prêté pendant un 
certain temps, il produit un bénéfice que l'on nomme son 
intérêt. Le taux est l'intérêt que rapporte un capital de 100 fr., 
prêté pendant un an. Ordinairement le prêteur reçoit, à la fin de 
chaque année, les intérêts simples de son capital. Hais lorsque, 
au lieu de toucher ces intérêts, il les ajoute au capital, à mesure 
qu'ils sont échus^ le capital augmente, les intérêts grandissent 
chaque année; et l'on dit alors, que le capital est placé à intérêts 
composés. 

Dans les formules que nous allons démontrer, nous repré- 
senterons le capital prêté par C, le capital accru de ses intérêts 
composés par A, et la durée du prêt (évaluée en années) par n. 
Nous désignerons par r l'intérêt rapporté par 1 franc en un an; 
de sorte que r sera le centième du taux. 

421. Formule générale des intérêts composés. Puisque 
l' rapporte r' par an, et devient, par suile, (1 +r), au boul d'une 
année, un capital G deviendra, au bout du même temps, G(l4-r). 
Ainsi, pour calculer ce que devient un capital, placé pendant un 
an, il faut le multiplier par (l +r). 

Ce capital C(l + r), placé au commencement de la seconde 
année, pour un an, deviendra donc C(l+r) (1+r), ou C(l+r)*. 
Celte nouvelles somme, placée pendant une troisième année, se 
multiplie encore par (1 4-r)> et devient C(l +r)'. Et, en général, 
la somme placée, se multipliant chaque année par (1+^), devient 
après n années : 

[1] A=C(l+r)\ 

C'est la formule des intérêts composés. 

422. Cas où le temps du placement comprend une fraction 
d'années. Si la durée du prêt se compose de n années et de 
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k jours, on calcule d'abord ce que devient le capital G, après 

n années, par la formule [1]. Puis, remarquant que 1 franc 

kr 
rapporte en k jours, à intérêts simples, — {t est le nombre de 

V 

jours de l'année), on en conclut, que 1 franc devient, après ce 
temps, n+YJ, et que A devient A (i+t)* I^onc, en dési- 
gnant par A' le capital cherché, et en remplaçant A par sa valeur 

[1], ona: 

[2] ; A'=C(l+r)«»(l+Y)- 

425. Problèmes. Ces formules servent à résoudre quelques 
problèmes , pour lesquels l'emploi des logarithmes est indis- 
pensable. 

1** Que devient v/ne somme donnée G, placée à un taux donné lOOr, 
pendant un temps donné? On emploie la formule [1] ou la for- 
mule [2], selon que le temps donné se compose d'un nombre 
exact n d'années, ou qu'il renferme, en outre, un nombre k de 
jours. 

2** Quelle somme faut-il placer aujourd'hui^ à un taux donné lOOr, 
pomr obtenir v/ne somme déterminée A, après un temps donné ? On 
emploie encore l'une des formules [1] et [2]; et l'on a, suivant 
les cas : 

A 



[3] G = 



{l+rr' 



ou [4] C= 



(l+r)«*(l+î~)- 

S'» Un capital donné C a été placé aujourd'hui; il a produit une 
somme donnée A, après un temps donné. Quel est le taux de [intérêt? 
Si le temps est un nombre entier d'années, on tire de la for- 
mule [1] : 

Alg. i^l. B. 28 

y Google 
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Mais, si le tenps se compose de n aimées et de* jours, if fout 
employer Inéquation [â], qui est du (n+1)** degré par rapport 
à r, et dont la résolution appartient à l'algèbre supérieure. On 
peut, cependant, par quelques tâtonnements convenablement 
dirigés, obtenir promptement une valeur approchée du taux. 
On remarque, en effet, que, d'après la formule , 



[2] A=C{l+ry(l+^y 



le capital A augmente avec le taux r, et diminue avec lui. Si 
donc on donne à r une première valeur arbitraire r', et qu'on 
calcule, par logarithmes, la valeur du second membre, on trou- 
vera une valeur A', plus grande que A, si r' est trop graûd, et 
plus petite que A, si r' est trop petit. En comparant la valeur 
trouvée A' avec la valeur donnée A, oa saura donc, si r' est plus 
grand ou plus petit que le taux inconnu. On choisira^ d'après 
cela, une autre valeur pour r, laquelle donnera lieu à un nou- 
veau calcul et à une nouvelle comparaison ; et, à Taide de quel- 
ques essais, on resserrera aisément r entre deux limites, qui en 
fourniront promptement un£ valeur approchée. 

4* Pendant combien de temps faut-il placer un capital donné G, 
pour qu'il produise une somme déterminée A, à im taux donné lOOr? 
Comme on ne sait pas, si le temps inconnu est ou n'est pas 
composé d'un nombre entier d'années, on n'a pas le droit 
d'employer la formule [1], qui a été construite pour le cas où 
n est entier. Cependant, si l'on en fait usage, on a : 

(i+^r=^; 

d'où l'on tire, en prenant les logarithmes des deux membres, et 
en divisant ensuite par log (1+r) :• 

rfii logA— logC 

f^5 ^- log(l+r)- 

Si le quotient de (log A — logC) parlog(l-f r) est uii nombre en- 
tier, il est évideminent le nombre d'années cherché; car la 
formule [6] entraîne la formule [I]. Si le quotient n'est pas en- 
tier, il faut en conclure que le temps inconnu n'est pas un 
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itombre entier d'antiêes. Cependant on peut prouver que, dans 
ce cas, la partie entière du quotient est la partie entière du temps 
inconnu. Car désignons par p et ^+I)les deux «ombres entiers 
consécutifs qui comprennent la fraction [6J; nous anrons : 

logA-logC 
^< log(l+r) ^^^^^ 
d'où Ton lire : 

plog(l+r)<log A -log C <(p+lj k)f <l+^r), 
ou log(4+fr<log^<logO+^^*. 

De là, revenant aux nombres, on conclut : 

ou [7] C(l+r)P <A < C(I+r)'+S 

inégalités qui prouvent le théorème énoncé. 

Si l'on veut maintenant connaître le nombre )i «de Ijoan qui 
complèftent le temps cherché, on remarquera que la ftrâiule [&], 
que l'on aurait ilûappliquerâatns'cecas, domie,«0n5 Pemidaçant 
n par p : 

logA=4og«l4-pJog(l+r)+log.^l+yj; 



k)gA-lQgG-Jog(l+j) 



"'^"^ lQg.(l4-rr • 

Or p est le plus grand nombre entier contenu dans \ç.„(7\Z\ * 

Si donc on désigne par Rie reste de la division, Tégalîté prtcé- 
dente pourra s'écrire : 



H~log(l+^-) 
''-P+ log(l+r) • 

donc [8] logYl+jWR. 
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On connaîtra donc le logarithme de (l+y)» et il sera facile 

d'enl tirer (l+ j)» ^t» par suite, k. 

Donnons maintenant quelques applications numériques. 

424. Applications nuKiériques. Exeuple I. Calculer ce que 
devient un capital de 8000 francs , au bout de 39 ans y nu taux de 
4 1 pour 100 par an. - 

Formule [l] : 

logA = logC+nlog(l+r). 

logG=log 8000 = =3,9030900 

log(l+r) = log(l,045) = 0,0191162904 

n log ( 1 +r) = 39 log (1 ,045) = = 0,7455353 

logA= = 4,6486253; 

d*OÙ A=44527',19. 

Exemple II. Si Von avait placé 1 centime à 5 powr 100, au 
commencement de V ère chrétienne ^ que serait^ devenu ^ au com- 
mencement de Vannée 1863, c'est-àrdire pendant 1362 ans? 

Formule [1]: 

logA=logC + nlog(l+r), 

log G = log (0,05) = =2 

log(l+r)=log (1,05)= 0,02118929907 

nlog(l+r)= 1862 log(l,05) = =39,3234475 

logA = =37,3234475; 

d'où : A= 21059472 X 10» francs (approximativement), 

nombre de 38 chiffres. 

Afin de représenter cette somme énorme sous une forme plus 
appréciable, calculons les dimensions d'une sphère en or, qui 
équivaut à la somme indiquée. La densité de For est 19,5, et 

le prix du kilogramme d'or est — ^— de franc. Désignons , 
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pour cela, par x le rayon de la sphère en mètres; son Yolume 

sera -^ ; son poids sera donc -^ X 19500 kilogrammes; et, 

k'KOi? ^ 31000 ^ 

par suite, sa valeur en francs sera — r- X 19500 X -^-5 — • On 

aura donc : 

^ _ 47ca^X 19500X31000 
A— 27 ' 

. ., . 27 A 

et, par suite : ^-4^x19500X31000- 

log. 27= 1,43136376 

log A = 37,32344749 

Gqog4— 10= r,39794001 

G» log 7c— 10= r,50285013 

G* log 19500—10= 5,70996539 

GMog 31000— 10= 5,50863831 

log a?» =28,87420509, 

log X— 9,6247350; 

d'où : a? = 42 1 4392 X 1 0» mètres. 

Ainsi le rayon de la sphère vaut à peu-près 4214392 kilo- 
mètres ; et son volume serait, par conséquent, plus de 290 mil- 
lions de fois le volume de la terre. 

Exemple III. Qudle est la valeur actuelle (Tune somme de 7220 /r., 
payable dans 33 arw, VirUérit étant à 5 •pour 100 par an? 

Formule [3] ; log G =log A— n log (1 +r). 

log A=log 7220 = = 3,85853720 

log(l+r)=log(l,05) = 0,021189299 

n log(l-|-r)=33log(l,05)= =0,69924687 

log G = .... = 3,15929033; 

d'où: G=1443',08. 

Et celte somme deviendra, par accumulation des intérêts à 5 pour 
100, et pendant 33 ans, 7220 fr. 
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EzBMPliS lY. Une sommvM de 28895 fr. a iti placée^ il y a 
73 ans : elle a produit 250000 fr. Quel était le taux de Finterii? 

IormuleL5]: k)g(i+r)=l5£A^. 

log A = log 250000 = 5,3979400 
logC=,log 28895 = 4,4608227 
logA— logG = 0,9371173; 
log (1+0=0,01283722; 
d'où: l-fr= 1,03000. 

Le taux de Tintérêt est donc 3 pour 100. 

ExEBfPLE y. En combien de temps un capital de 7700 fr. de- 
vient-il 42850 fr.f t intérêt itanl à 4 pour 100 par an? 

Formule [6]: ^^ logA-togC ^ 

log (1+0 

log A = log 42850 = 4,63 1 9508 
log G = log 7700 = 3,8864907 



log A — log G =0,7454601, 
log(l+r)=log(l,04) = 0,G170333. 

Donc n est la partie entière du quotient q' « On trouve : 

n=43ans, et R=0,0130282. 
Donc, formule [8] : 



log (l+yW 0,0130282. 



kr 
Par suite: 1+T= 1>030453. 

V 

Delà: i^ = 0,030453, et fc=2.£!2«^<Ê^ = 278. 
t _ ' 0,04 

Ainsi le temps cherché est 43 ans^ 278 jours, 
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S II. Des annuités. 

425. DÉFINITION. Une personne emprunte aujourd'hui une 
somme G, pour n années, au taux r pour un franc : pour s'ac- 
quitter, elle paye , à la fin de chaque année, une somme déter- 
minée a, calculée de manière qu'après n payements égaux à a, 
elle a tout remboursé, eapital et intérêts composés. La somme a, 
qu'elle donne ainsi annuellement, se nomme annuité. 

426. Formule générale des annuités. Proposons-nous de 
trouver la formule qui lie le capital G, l'annuité a, le taux r et la 
durée n du prêt. 

Si l'emprunteur attendait, pour opérer le remboursement de 
sa dette, la fin de la n« année, il devrait, à cette époque (42i), 
G (1 +r)**. Mais il paye, à la fin de la première année, une pre- 
mière somme a; en avançant ainsi de (n— 1) années ce rem- 
boursement partiel, il se libère d'une somme dont la valeur, 
dans le compte final, doit être égale à a (1 +r)*-*; car elle aurait 
porté intérêt, pendant (n— 1) années, entre ses mains, s'il l'avait 
gardée. De même la somme a, payée à la fin de la seconde an- 
née , équivaut à une somme a (I + r)**^, payée à la fin des 
n années. On verra, de la même manière, que la somme a, payée 
à la fin de l'avant-dernière année, doit être comptée pour une 
valeur égale à a(l + r); et que la somme a, payée à la fin de 
la n« année, entre dans le compte final pour sa valeur a. On 
doit donc avoir l'équation : 

G(l+r)"=:a(I+r)"-*+a(l-|-r)*-«+ 4.a(l+r) + a. 

Comme le second membre, étant renversé, est la somme des 
n termes d'une progression géométrique croissante, dont le pre- 
mier terme est a, et la raison (1+r), on applique la formule 
[7] du n« 569; et l'on a : 

OU, en chassant le dénominateur r, 
Telle e$t la formule générale des annuités. 
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427. Deuxiâmb méthode. On peut obtenir cette formule d*une 
autre manière. L'emprunteur, recevant aujourd'hui une somme 
C, doit, à la fin de la première année, C (l +r) ; comme il rem- 
bourse alors une somme a, sa dette se réduit à C(l -{-r) — a. A la 
fin de la seconde année, cette dette s'est accrue des intérêts 
d'un an; elle est donc devenue jC(l+^) — «j(l + ^)> ou 
C(l+r)'— a(l -f r); mais alors il rembourse une nouvelle 
somme a ; ce qui réduit la dette à C (1 + r)* — a (1 +^) — ^« H 
est évident, qu'à la fin de la troisième année, cette dette qui s'est 
augmentée des intérêts d'un an, mais qui s'est diminuée d'une 
nouvelle annuité a, est égale à C (1+r)*— a (l-fr)*—a(l+^)— a. 
Et, à la fin de la n*»* année, elle est égale à 

C(l + r)*— a(l+r)^»— ....— a(l + r)-a. 

Or, à cette époque, elle doit être nulle ; il faut donc que l'expres- 
sion précédente soit égale à zéro; et, par suite, que l'on ait 
l'équation : 

C(l+rr=a(l + r)-»+a(l+r)-«+.... + a(l+r)+a, 

comme dans la première méthode. 

428. REBfARQUE. On peut enfin arriver à la formule [1] , sans 
avoir à sommer une progression par quotient. Supposons, en 

effet, qu'un individu prête à un autre une somme-, pourn an- 
nées. Le débiteur devra payer, chaque année, l'intérêt simple 
-Xr ou a; et, à la fin, il devra encore la somme empruntée 

• Or, concevons que cet intérêt soit versé, au moment où il est 
r 

dû, entre les mains d'une personne tierce, chargée de le faire 
valoir; cette dernière recevra ainsi, par annuités, n sommes 
égales à a; et elle aura entre les mains, après les n années, tout 

ce dont le capital - s'est bonifié pendant ce temps. Or cette aug- 
mentation du capital est - (1+^)* — . Donc cette expression 
représente le total des annuités remboursées; et comme, par 

Digitized by LjOOQIC 



PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 441 

hypothèse, ces remboursements doivent acquitter la dette, on 
doit avoir: 

2(l+r)»-J=C(l+r)-, 

formule qui ne diffère pas de Téquatîon [1]. 

429. Problèmes. La formule [1] sert à résoudre quatre pro- 
blèmes différents, suivant que Ton prend pour inconnue Tune 
ou l'autre des quatre lettres qui y entrent. 

1*» Qmlle annuité a faut-il payer , à la fin de chaque année^ pour 
amortir y en n années, un emprunt donné C, et ses intérêts composés, 
le taux étant r pour 1 franc? La formule [1] donne : 

r2l Cr(l+rr 

Pour appliquer cette formule, on calcule d'abord (I + ^^ par 
logarithmes; on en retranche l'unité, ce qui donne le dénomi- 
nateur. Puis, à l'aide de la formule : 

log a=log Cr+n log (1 '\-r)—\o^ [ (1 +0*— 1 }> 

on calcule log a, et, par suite, a. 

2° Quelle somm^ G peut-on emprunter aujourd'hui^ en offrant de 
la rembourser, en n années, par n annuités égales à a : le taux 
étant rpour 1 franc? La formule [1] donne : 

ro-, ^_a{ (l+rr-l} 

L3J ^— r(l-t-r)« • 

Même observation que ci-dessus pour le calcul par logarithmes. 

3*» On emprunte aujourd'hui une somme C, au taux r\onse pro- 
pose de la rembourser, au moyen d^ annuités égalés à a; pendant 
quel temps devra-t-on payer V annuité? La formule [1] donne, en 
la résolvant par rapport à (l +r)* : 

d'où Ton conclut : 

„ loga — log(a— Cr) 
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Le problème n'egt possible, que lorsque (a— Gr) est positif; car 
les nombres négatirs n'ont pas de logarithmes réels. On voit, 
d'ailleurs, à priori, qu'il doit en être ainsi ; car O représente l'in- 
térêt simple du capital prêté ; et il est évident, que l'annuité a 
doit être supérieure à cet intérêt, pour qu'on arrive à rembour- 
ser la dette. 

Si la formule [4] donne pour n un nombre entier, ce nombre 
résoudra la question. Mais, si la di^sion ne se fait pas exacte- 
ment, il Tant en conclure que le problème est impossible. Cepen- 
dant, on peut prouver que, dans ce cas, si Ton désigne par p et 
(p+ I) les deux nombres entiers consécutifs qui comprennent la 
fhiction [4], un nombre p d'annuités n'acquitterait pas la dette, 
tandis qu'une annuité déplus serait plus que suffisante. En effet, 
puisque l'on a : 

log(i^log(a^Cr ) 
^< log(l+r) <^-t-i» 
on aura aussi : 

plog(l + r)<loga — log(a— Cr)<(p+4)log(l+r), 
ou iog(i + ry<logj-^<log(l+r)«H-*; 

et, par suite, (1 + r)'><^-^^< (l ^r^ 



.\1H-1 



On peut encore chasser le dénominateur, puisqu'il est positif; et 
il vient : 

(a— Cr)(I+r)'»<a<(a— Cr)(l-fr)P+*; 

d'où l'on tire aisément : 

Ces deux inégalités prouvent la proposition énoncée. 

On appliquera donc, dans tous les cas, la formule [4]; elle 
donnera le nombre p des annuités à payer ; $'il y a uu reste, 

on calculera facilem^t la dlfiférence, (1 + r/ ^ — ^ ■ ' S 
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due au cofiimencement de la (p + l)"»" année; et Ton eu fera 
l'objet d'un payement spécial, ou d'une convention particulière, 

4<* On emprunte aujourd'hui une somme C, et l'on se propose de la 
rembourser, aveo ses intérêts composés, enpa'^ra, pendant n années^ 
une annuité a; quel est le taus^ de V intérêt? 

La formule [1] est, par rapport à r, une équation du (n+ !)"*• 
degré, qu'on ne peut résoudre qu'à l'aide de procédés particu- 
liers. On arrive promptement à une valeur approchée de r^ çn 
s'appuyant sur la remarque suivante. 

Lorsque G et a sont donnés, le nombre n des annuités augmente ou 
diminue, quand le taux r augmente ou diminue lui-m^ême. Il suffît, 
en effet, pour s'en assurer, de reprendre la seconde méthode 
(427), qui fournit la formule générale des annuités; on recon- 
naît que la dette, à la fin de la première année, C (1 -j- r) — a, 
est d'autant plus grande que r est plus grand; qu'il en est de 
même à la fin de chaque année, puisqu'on multiplie chaque fois 
la dette précédente par (1 + r), et qu'on diminue ensuite le 
produit d'une quantité fixe a. Par conséquent, si n payements 
suffisent pour annuler la dette, lorsque le taux a une certaine 
valeur r, ils ne suffiront plus, lorsque le taux sera plus élevé. 

Cela posé, reprenons la formule [l] sous la forme : 

^^ log(l+r-) ' 

formule dans laquelle r est l'inconnue. Si l'on donne arbitraire- 
ment à r xme valeur r', et que cette valeur soit moindre que celle 
que l'on cherche, la valeur correspondante n' de la fraction [4] 
sera moindre que la valeur donnée n; et au contraire, n' sera 
plus grand que n, si r' est plus grand que r. On saura donc, en 
comparant n' à n, si la valeur, attribuée arbitrairement à r, est 
trop forte ou trop faible; et l'on pourra, par suite, à l'aide de 
quelques tâtonnements convenablement dirigés, obtenir rapide- 
ment une valeur suffisamment approchée de r. 

450. Applications numériques. Exemple I. Quelle est Tannuité 
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qui amortity m 51 ans^ une somme de 34 600 /"r., V intérêt étant à 4 
pour 100 par an? 

Formule [2] : 

loga=logCr+^log(l+r)-log{(l+r)«~l}. 

log(l+r) = log(l,04)=0,0170333393 

nlog(l+r) = 511og(l,04)=0,8687003; 

d'où: (i+r)-= 7,390950. 

Cela posé : 

logCr = logl384=: =3,1411361 

nIog(l + r)= =0,8687003 

log { (1 +rr — 1 1 =log 6,39095 = 0,8055654 
Ctlog{(l+r)* — 1}--10= = r, 1944346 

log a = = 3,20427 1 0. 

Donc: a =1600^,556. 

Exemple II. On place, au commencement de chaque amiée^ une 
somme de 50 fr. au taux de 6 pour 100 : quelle somme x devra-t-on 
recevoir au bout de 24 ans ? 

Formule: 

aKl+rr'-(l+r)} 
x= • -^ 

log (1 +r)=log (1,06) = 0,0253058653 
(n + 1) log (1 + r) = 25 log (1 ,06) = 0,6326466 ; 

(Toù: (l + r)"'^* = 4,29187; 

or: i-f r =l,06 

donc: (1 +r)'*+« — (1 + r) = 3,23187. 

Gela posé : 

log a = log 50=1,6989700 

log{(l4-r)'^«—(l+r)} = log 3,23187 = 0,5094539 

GMogr— 10= G*. Iog0,06 — 10 = 1,2218488 

logo? = 3,4302727. 

Donc : x = 2693^225. 
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Exemple III. Quelle somme G peut-mi empnmter aujourd'hui, en 
offrant de payer ^ pendant 37 ans, une annuité de 825 /r., le taux , 
étant à k ^ pour lOOt 

Formule [3] : 

logC=:loga + log{(l+.r)«-lj — log(l + r)*— logr. 
log(l + r)=log(l,045) =0,01911629 
nlogO +r) = 37 log (1,045)= 0,7073027 ; 
d'où: (l+r)"= 5,09686. 

Cela posé : log a =Iog 825 = 2,9164540 

log {(l+r)"—l}=log 4,09686 = 0,6124512 

C*log(l+r)»»— 10 = =T,2926973 

C*log r— 10 = CMog 0,045 — 10 = 1,3467875 

log = 4,1683900; 

d'où: 0=14736^,35. 

Exemple IV. En combien de temps une somme de 260 000 fr. 
serort-elle amortie par une annuité de 10000 francs^ au taux de 
3 i pour 100? 

log a = log 10000 = 4 
log (a — Cr) = log 1550 = 3,1903317 
log a— log (a— Cr)= 0,8096683, 

log(l+r) = log(l,0325) = 0,0138901 ; 

•. ' 0,8096683 ^^ 

^^""^y ^==ô;ôï389ôî=^'-- ■ 

On devra donc payer 58 annuités de 10000 fr. Mais, comme 
la division laisse un reste, la somme donnée ne sera pas 
amortie entièrement. Pour terminer le compte, il faut calculer 
d'une part, ce qui est dû, au bout de 58 ans, c'est-à-dire 
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5 = 260000 X(l,t)325)"; calculer, de Tautre, ce xpxi^ été payé 

, -lA . 4 X ^- 10000 X Kl, 0325 V'-^i) ^ 
par les annuités, c est-à-dire p = — ^ ^ ^^^ ^ ; et 

prendre la différence {s—p). 

log 260000= 5,41497335 log 10000 =4 

58 log (1,0325) = 0,80562348 log 5,391804=0,7317341 

log^ = 6,22059683 ; C* log 0,0325 — 10 = 1,4881 1 66 

d'où: ï=ie61869*. logp = 6,2198507; 

De plus (1,0325)" = 6,391004. p=1659(»17^ 

Donc la soHinae qui reste due, (s^p) = 2852 fr. 

Exemple V. On emprunte aujourd'hui une somme de 35 000 fr.; 
on la rembourse, adnsi que ses intérêts composés, par 52 annuités 
de 1600 fr^ chac%me^ Quel est le taux de V intérêt? 

Supposons d'abord: r = 0,04; il en résulte: a--Cr=200. 
logfl= log 1600 = 3,2041200 
log (a — Cr) = log 200 = 2,3010300 
loga— log(a-*-Cr) = 0,9030900; 

log(l+r) = log(l,04) = 0,0170333. 

En divisant 0^9030900 par 0,0170333, on trouve pour quotient 
53, nombre phisçrand que 52. Donc le taux est moindre que 4. 
Supposons r = 0,035 ; alors a — 'Cr = 375. 

Ioga = logl600 = 3,2041200 
log(a — Cr) = log375 = 2,5740313 
log a--log(a—Cr) = 0,6300887; 
log(l+r)=log(l,035)=0,0149403. 

îlndivisantô,6300887 par 0,0149403, on trouve pour quotient 42, 
nombre beaucoup trop faible. Donc le taux est beaucoup plus 
voisin de 4 que de 3^. 
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SUtîPoéôiîs donc : r == 0,039 ; alors a — Cr = 235. 

log a = log 1600 = 3,2041200 
log [a — Cr) = log 235 = 2,3710679 
log a — log(a — Gr) = 0,8330521 ; 
log(l + r*) = log(li039) = 0,0166155. 

Le quotient de 0,8330521 par 0,0166155 est 50, nombre trop 
faible : donc le taux est supérieur à 3,90. 
Supposons r = 0,0395; alors a — Cr = 217,50. 

log a = log 1600 = 3,2041200 
Iog(a—Cr) = log2l7,50 = 2,3374593 
log a — log (a — Cr) = 0,8666607; 
Iog(l+r)=log(l,0395) = 0,0168245. 

lie quotient de 0,8666607 par 0,0168245 donne 51. Le taux est 
donc supérieur à 3^95. Il est donc compris entre 3',95 et 4* On 
le connaît ainsi à 0^,05 près; et Ton peut aisément pousser plus 
loin l'approximation. 

451. Cas des rentes perpétuelles. La valeur de l'annuité 

d, destinée à acquitter un emprunt C, dans un temps donné 

n, diminue quand n augmente : car, en divisant les deux 

lertnês dû second nienibt-e par (1+r)*, la formule [2] peut 

s'écrire : 

Cr 

a= ; . 



(1+r)- 

et Ton voit que, plus n est grand, plus , ; est petit; plus le 

dénominateur est grand, et plus la valeur de a est petite. Si donc 
l'époque du remboursement s'éloigne indéfinimentj c'est-à-dire, 
si n grandit indéfiniment, la valeur de a, toujours supérieure à 
O, puisque le dénominateur est moindre que 1, diminue, et a 
pour limite Cr, c'est-à-dire Tintèrêt simple de la somme prêtée. 
C'est le cas de la rente perpétuelle. 

àÉstnlÉ. 

420. Définition désintérêts composés. — 421. Formule générale des in-> 
téréts composés, lorsque la durée du prêt se compose d'un nombre 
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entier d'années. — 422. Formule dans le cas où le temps n'est pas un 
nombre entier d'années. — 425. Résolution des quatre problèmes relatifs 
aux intérêts composés. — 424. Applications numériques. — 
425. Définition de l'annuité. — 426. Formule générale des annuités.— 
427. Deuxième méthode pour obtenir cette formule. — 428. Autre 
moyen d'y parvenir. — 429. Résolution des quatre problèmes relatifs 
aux annuités. — 430. Applications numériques. -— 451. Application de 
la formule en cas de la rente perpétuelle. 

EXERCICES. 

L Un capital de 8500 francs est placé à 4^ pour 100 : que devient-il au bout 
de 41 ans? 

On trouve 51663',86. 

II. Une population de 200000 âmes augmente par an de 1^ pour 100 : à com- 
. bien montera-t-elle dans un siècle? 

On trouve 692681. 

III. Combien de temps un capital de 3500 francs doit-il être placé, à 5 pour 
100, pour s'élever à la même somme que 4300 francs , placés à 4 pour 100, pen- 
dant 18 ans? 

On trouve 18"*,249J""". 

IV. Deux capitaux sont placés à intérêts composés : Tun de 38000 francs, à 
4i pour 100 ; l'autre de 99398 francs , à 3^ pour 100; en combien de temps s'élè- 
veront-ils à la même somme ? 

On trouve 100 ans. 

V. Quelle est la valeur actuelle d'une rente annuelle de 1500 francs, payable 
pendant 36 ans, Tintérét étant à 5 pour 100, et le premier payement devant se 
faire dans un an? 

et l'on trouve 24820', 32. 

VI. On veut payer une dette de 25000 francs , en 7 payements annuels égaux, 
l'intérêt étant à 4 pour 100. Quelle doit être la valeur de l'annuité? 

On trouve 4165S 16. 

VII. Quelle est l'annuité qui amortit, en 48 ans, un emprunt de 36000 francs, 
au taux de 3| pour 100? 

On trouve 1628S14. 
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YIIL On veut acheter une rente de 3000 francs pour 91650 francs. Pour com- 
bien d'années,. 4 raison de 3 pour 100, doit-on i^oncéder la rente? 

On trouve 84 ans. 

IX. Quelle est la valeur actuelle, au taux de 5 pour 100, de 24 annuités, dont 
la première est de 1000 francs, payable dans un an, et qui croissent en pro* 
gression géométrique dont la raison est \i ? Calculer le montant de la dernière 
annuité. 






La formule est: S = r-r— x • 

dans laquelle : a=1000, q=ii, r=0,05, n=24. 

On trouve: 8 = 50817^41. 

La dernière aimuité est de 8954,30. 

X. Un ouvrier dépose, au commencement de chaque semaine, une somme a 
à la caisse d'épargne, pendant n années consécutives. Quel est, après ce temps, 
le montant M de son livret, le taux étant r pour 1 franc, et les intérêts se 
capitalisant à la fin de chaque année ? 



on trouve: u=a(i7+f)i^±p=l. 



XI. Une personne verse, dans une banque de prévoyance, une somme v, au 
commencement de chaque année, pendant n années consécutives. On demande 
quelle sonune a elle doit recevoir, au commencement de chaque année, pendant 
les 2n années suivantes, pour être entièrement remboursée de ses avances. 

Ontrouve: ^= (lVr)>H-r 

XII. Les conditions étant les mêmes que dans le problème précédent, quel 
doit être le nombre n , pour que la somme a soit au moins égale à k fois la 
sommet)? 

On trouve la condition : 
d'où l'on déduit une limite inférieure pour n. 
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